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Introduzione

Introduzione al clustering

Il clustering ¢ un processo di raggruppamento di elementi omogenei,
rispetto a determinate caratteristiche, in un insieme di dati. Questa opera-
zione, che letta cosi potrebbe sembrare molto astratta, nella vita di tutti i
giorni ha un’infinita di applicazioni e viene messa in pratica inconsciamente
ogni volta che si realizza un qualche raggruppamento: divisione fra maschi
e femmine, raggruppamento di capoluoghi per regione, e cosi via. Pero po-
trebbero esserci, in una popolazione o in un insieme dei dati, dei sottogruppi
non cosi facilmente deducibili o oppure, a seconda della situazione che si sta
analizzando, i raggruppamenti potrebbero variare: ad esempio le carte di un
mazzo francese si raggruppano per seme se si gioca a Bridge, ma per valore
se si gioca a Ramino. Poiche i risultati sono influenzati sia dall’obiettivo
dell’indagine che dal contesto applicativo, occorre effettuare delle scelte che
individuino la procedura piu adatta.

Dunque, dato un insieme di dati, descritti da un insieme di attributi, dopo
aver scelto distanza e coefficienti di similarita (descritti nella sezione
”Distanze e misure di similarita”), trovare un insieme di cluster, vuol dire
trovare dei raggruppamenti in cui oggetti appartenenti allo stesso cluster sono

simili tra loro, ma dissimili da oggetti appartenenti a cluster differenti.

1l



iv INTRODUZIONE

Il clustering dei dati € una disciplina scientifica giovane che sta attraver-
sando un enorme sviluppo e oltre ad essere un’importante attivita umana, e

molto usata:

e in economia: puo aiutare gli operatori a scoprire gruppi distinti di

clienti caratterizzandoli in base ai loro acquisti;

e in biologia: puo essere utilizzato per derivare le tassonomie delle piante
e degli animali, per categorizzare i geni con funzionalita simili e per

esaminare varie caratteristiche delle popolazioni;

e nell’identificazione di aree terrestri con uso simile in un database spa-

ziale;

e nell’identificazione di gruppi di case in una citta a seconda del tipo di

casa, del suo valore e della sua locazione geografica;
e nella classificazione di documenti sul web;

e nel cercare di decifrare una cattiva calligrafia confrontando tra loro le

lettere;

e come funzionalita del data mining, il clustering puo essere utilizzato
per esaminare le distribuzioni dei dati, per osservare le caratteristiche di

ciascuna distribuzione e per focalizzarsi su quelle di maggiore interesse.
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Distanze e coefficienti di similarita

Per x,y € RP, abbiamo le seguenti misure di distanza:

e Distanza euclidea: d(z,y) = \/(z — y)"(z — y);

e Distanza statistica: d(z,y) = \/(z — y)TS1(z — y);

p
Distanza di Minkowski: d,,(z,y) = (3 |z; — y;|™), con m € N;
i=1

p
distanza cityblock: d(x,y) = > |z; — vil;
i=1

distanza di correlazione: d(z,y) = 1 — r(x,y), dove r indica la

correlazione tra x e y;

e inoltre, denotando con:
a: frequenza di 1-1, b: frequenza di 1-0, c: frequenza di 0-1, d: frequenza di

0-0, utilizzando variabili binarie, abbiamo i seguenti coefficienti di similarita:
o 5 (P, Q):%; ci dice che P e @ sono simili quando hanno entrambi 1;

o s59(P, Q):%l; ci dice che P e () sono simili solo quando hanno entrambi

lo stesso peso;

o s3(P, Q)zﬁbﬂ; da zero peso al termine con 0-0 ed & detto coefficiente

di Jacard.

che si ricavano dalla seguente tabella di contingenza, dove p ¢ il numero

di variabili osservate:

1 0 Tot

1 a b a+b

0 c d c+d
Tot |a+c|b+d|a+b+c+d=0p
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Complete Linkage, K-means e Spectral Cluste-
ring

Tra i vari metodi di clustering, troviamo:

1. Metodi di connessione, come il Linkage che ¢ un metodo gerarchico

adatto per raggruppare sia variabili che osservazioni.

e Single linkage, basati sulla minima distanza (vedremo nel Ca-
pitolo 4 con degli esempi, che questo metodo non e molto effica-
ce, perche non crea dei gruppi netti ma unisce pian piano tutti i

cluster);
e Complete linkage, basati sulla massima distanza;

e Average linkage, basati sulla distanza media.

La tipica procedura in un metodo gerarchico agglomerativo ¢

la seguente:

° Inizia con n gruppi ed una matrice n x n simmetrica di distanze

(o similarita) D;
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vii

Determina la coppia di elementi u e v piu vicini (guardando la
matrice D);

Forma il gruppo (UV);

Aggiorna D sostituendo alle due righe di U e V' una sola riga della
distanza del gruppo (Y'V') dagli altri oggetti. D sara quindi (n —
1) x (n—1). (Questo step individua il metodo di tipo gerarchico).

Si ripetono i passi 2 e 4 per n — 1 volte.

2. Metodo delle k-medie, che ¢ un metodo non gerarchico e procede

COSI:

[}

Suddivide gli oggetti in k£ clusters, dove il k£ ¢ dato in input, e
calcola il centroide di ogni cluster (che puo essere il primo elemento

di ogni gruppo, o la media, o altro...)

Presi n oggetti, per ogni oggetto calcola la distanza dal centroide
di ogni classe, ma senza usare matrice di distanza, quindi risulta

utile per grandi moli di dati.
Riposiziona 'oggetto nel cluster con centroide pitu vicino;

Ricalcola poi il centroide del cluster che ha ricevuto il nuovo

oggetto e per quello che ha perso I'oggetto;

Tutto questo finche nessun oggetto cambia piu cluster.

Per verificare la stabilita del risultato, come vedremo meglio nel Ca-

pitolo 4, bisognera far ”girare” piu volte 'algoritmo, cambiando I'ini-

zializzazione, ovvero il parametro k oppure il tipo di distanza usata.

3. Spectral Clustering, argomento centrale della mia tesi, che ¢ la teoria

piu diffusa negli ultimi anni. I motivi sono vari, innanzitutto la sem-

plicita dell’implementazione, per la quale e sufficiente una libreria di
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algebra lineare, e in secondo luogo I'ottenimento di risultati sbalorditivi
che superano molte difficolta che sembravano insormontabili. La sem-
plicita e solo apparente, la teoria sottostante e la Teoria dei Grafi, una
materia vasta e profonda che coinvolge aree scientifiche completamente
differenti. La visione che esporro sui grafi € quindi solo una piccola fine-
stra per capire il funzionamento di questa tecnica, dettagliando diverse
varianti, spiegandone differenze e similarita. L’esposizione, come per i
diversi metodi, avverra a livelli successivi di dettaglio: da una versione

intuitiva a dimostrazioni di risultati (in particolare nel Capitolo 4).
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Rappresentazione grafica: il dendrogramma

Una rappresentazione grafica del processo di clustering e fornita dal den-

drogramma (vedi Figura 1), che gode di alcune proprieta:

e [l livello a cui avviene il raggruppamento & importante perche evidenzia

I'effettiva distanza;

e Se D ha minimi uguali con indici diversi, si raggruppano i clusters

separatamente;

e Se D ha minimi uguali con indici in comune, si raggruppano solo gli

oggetti con la stessa distanza;

e [ clusters rimangono inalterati se si usano distanze che mantengono lo

stesso rdine.

Il nostro interesse si focalizzera sui raggruppamenti intermedi.

Dissimilarity

35}
L

1 3 02302 49 70K L2311 5B 2%172119 1845 213 MW E

Figura 1: dendrogramma



X INTRODUZIONE

Notazioni

e Preso un sottinsieme di vertici A C V, denoteremo con A il suo com-

plementare, cioe A\V;

e Definiremo il vettore indicatore Tpy=(f1, -+, f,)T € R™ con’
1 se v; € A
fi= (1)
0 se v; ¢ A

Per convenienza pero, introdurremo la notazione sintetica ¢ € A per
indicare l'insieme di indici {i|v; € A}, in particolare quando si tratta

di una somma Y w;;.
i€A



Capitolo 1

I Grafi

1.1 Richiami ed approfondimenti sui grafi

Consideriamo un insieme di punti z1,...,z, e i coefficienti di similarita
si; > 0 tra tutte le coppie di punti x; e z;, lo scopo intuitivo del cluster ¢
dividere i punti in diversi gruppi contenenti ognuno caratteristiche simili fra
loro e dissimili da altri.

Se non abbiamo informazioni sulle similarita tra i punti, consideriamo il grafo
della similarita G = (V, E), dove ogni vertice v; rappresenta un punto x;.

Due vertici sono connessi se la similarita tra i punti e positiva o supera una
certa soglia e il loro lato ¢ pesato da s;;.

Dunque il problema del clustering puo essere riformulato usando questo grafo:
vogliamo trovare una partizione del grafo, distinguendo lati in gruppi diversi
con pesi bassi e lati all’interno di uno stesso gruppo con peso elevato. Sia
G = (V, E) un grafo non diretto, cioé simmetrico e non orientato, composto
da un insieme finito di vertici V' = {vy,--- ,v,} e da un insieme di archi
E C V x V| che connettono coppie di nodi. Due nodi connessi da un arco

sono detti adiacenti.
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Dati V ed E, sia w:F —— R" una funzione che associa un peso ad un
arco, allora il grafo G = (V, E,w) si dice grafo pesato.
W = (w;;) coni,j =1,--- ,n e detta matrice di adiacenza.
Chiaramente, w;; = 0 se v; non ¢ connesso con v;.
Ma W e matrice simmetrica, cioc w;; = w;; e questo ¢ importante perche

tutte le quantita spettrali saranno reali.

n
Il grado di un vertice v; € V' & definito come d;=> w;;,
j=1

indica il numero di nodi ad esso adiacente e corrisponde alla somma dei pesi

della riga i-esima della matrice di adiacenza W'.
D = diag(dy,--- ,d,) & detta matrice dei gradi.

Un taglio ¢ una partizione del grafo in due insiemi disgiunti, ha un valore
chiamato cut ed e definito come la somma delle discrepanze, cioe tutto cio
che disturba fuori dal gruppo e che andremo appunto a minimizzare, perche

piu diventano piccoli e piu ci avviciniamo ad una componente connessa.
1
cut(Ay, -+ Ag) = = Y W(A, Ay)

Un sottinsieme A C V si dice connesso se ogni coppia di vertici di A e
collegata da un percorso tutto di vertici in A, cioe riesco a muovermi ovunque

all’interno, ma non ¢ negata la possibilita di uscire.

A C V si dice invece componente connessa se A ¢ connesso e non ci
sono connessioni con il complementare di A, quindi in questo caso non pos-

sono esserci collegamenti con l'esterno.

{Aq,- -, A} forma una partizione di un grafose A, NA; =0  Vi#j
k
e inoltre se |J A4; = V.

=1
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1.2 Differenti grafi di similarita

Come abbiamo accennato prima, ci sono diversi modi per raggruppare le
variabili x1,--- ,x,, in modo che gli oggetti nello stesso cluster mostrino un
alto grado di similarita e gli oggetti in cluster differenti invece un alto grado

di dissimilarita. Per questo motivo possiamo trovare diversi grafi:

* Grafo delle e-vicinanze: connettiamo i punti la cui distanza ¢ piu
piccola di un certo €. Poiché le distanze tra tutti i punti collegati so-
no approssimativamente della stessa scala, ponderando i lati non ven-
gono piu incluse le informazioni sui dati sul grafico. In tal caso, la

connessione vale 1, altrimenti 0.

Grafo dei k-vicini piu prossimi: connettiamo ogni vertice solo con i
propri k primi vicini. Questo tipo di relazione porta ad un grafo diretto,
visto che non e simmetrica. Ci sono due modi per rendere questo grafo

non diretto:

° grafo dei k piu vicini: ignoriamo le direzioni dei lati e connet-
tiamo v; e v; con un lato non diretto se v; ¢ tra i piu vicini di v;

0 viceversa;

° grafo dei reciproci k£ piu vicini: connettiamo i vertici sia se v;

¢ tra i k piu vicini di vj, che se v; ¢ tra i k piu vicini di v;.

Grafo completamente connesso: connettiamo semplicemente tutti
i punti con similarita positiva e pesiamo tutti i lati con s;;. Poiché
il grafo dovrebbe rappresentare le relazioni locali di vicinanza, questa
costruzione e utile solo se la funzione di similarita modella le vicinanze
locali. Un esempio ¢ la funzione Gaussiana di similarita, dove ¢ ¢ un

parametro fissato a priori che controlla 'ampiezza della vicinanza:

s(vi,vy) = exp(=||(vi, v;)[1*/(20%))



1. I Grafi

Tutti questi grafici menzionati sono regolarmente usati nello spectral cluste-
ring. Per una discussione sul comportamento dei diversi grafi, si fa riferimen-

to al Capitolo 3.

1.3 Matrici Laplaciane sui grafi

Il principio chiave delle tecniche di Spectral Clustering e considerare i
dati come se fossero i vertici di un grafo e pesare le connessioni in base
alla similarita tra due vertici. Questa interpretazione porta nel framework
della ”Teoria Spettrale dei Grafi”, una teoria in cui i dati del training set
possono essere considerati come 'approssimazione di uno spazio topologico
(una varieta) le cui proprieta possono essere studiate attraverso le proprieta
spettrali di una matrice chiamata Laplaciano. Queste proprieta, da cui il
nome " Spectral”, servono per caratterizzare i grafi, in modo da procedere a

partizionamenti opportuni.

1.3.1 Matrici non normalizzate

La matrice Laplaciana non normalizzata ¢ definita come L = D — W.

Proposizione 1.3.1. La matrice L soddisfa le sequenti proprieta:

1. Yv € R" si ha:
1 n
fTLf ) Z wii (fi — fj)Q;

ij=1

2. L e simmetrica e semidefinita positiva;

3. 1l piu piccolo autovalore di L ¢é 0, il corrispondente autovettore é 1l

vettore costante I;

4. L ha n autovalori non negativi: 0 = Ay < Ag < --- < Ay
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Dimostrazione. 1. Dalla definizione di d;,

fPLf = f'Df = fTWf = dif? =Y fifywi; =
=1

ij=1

1 n n n 1 n

5 (Z diff =2 Z fifjwi; + Z%‘ff) =5 Z wi (fi = f;)%
i=1 ij=1 j=1 ij=1

2. La simmetria di L segue dalla simmetria di W e D. Mentre il fatto che

L e semidefinita positiva segue dal primo punto, perche

fTLf = Zwij(fi — fi)?> = 0,Vf e R™.

i,j=1
3. _ ) ) ; ) )
dy dq dy
do dsy do
[1=D1-Wl=|_  |[-d=|_ |[-|  |=0 (1)
d, d, d,

4. E’ una conseguenza dei punti 1. e 3.

Proposizione 1.3.2. Sia G un grafo non diretto con pesi non negativi.
Allora:

1. La molteplicita k dell’autovalore 0 di L corrisponde al numero
di componenti connesse {Ay,--- Ay} del grafo;
Nota: Se k =1, non ci sono componenti connesse non banali, cioe il

grafo € connesso.

2. L’autospazio associato e generato dai vettori indicator: 1,,.
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Dimostrazione. 1. Per k£ = 1, il grafo e connesso. Sia x un autovettore
associato all’autovalore 0, allora:
n
_ ¢T _ 2
0=f"Lf= E wij(fi_fj) .
i.j=1

Poiche per ipotesi di connessione w;; > 0 perche abbiamo pesi non
negativi, allora necessariamente f; = f;. Quindi gli elementi di f devono
essere uguali se corrispondono a vertici connessi attraverso un percorso

nel grafo, e quindi f=1=1.

2. Supponiamo ora che ci siano k£ componenti connesse. E’ possibile or-
dinare i vertici in modo che quelli consecutivi appartengano alla stessa
componente connessa. Cosicche W = blkdiag(Wh, - -+ , W), cioe sicco-
me non c¢’e connessione, fuori dai blocchi e tutto zero, ovvero non c’e
una strada che porti i vertici di un blocco nell’altro.

L = blkdiag(Ly,--- , Ly) chiaramente & ancora a blocchi perche da W
tolgo D che e chiaramente a blocchi.

Ogni L; ¢ una matrice laplaciana di un sottografo, cioe della compo-
nente connessa, quindi L; ha un autovalore 0 con autovettore 1 con
dimensione la dimensione di L;, cioe si ricade per ogni pezzetto i-esimo

nel caso precedente, ovvero I = blkdiag(1,--- ,1).

1.3.2 Matrici normalizzate
A seconda di come scaliamo la matrice L, otteniamo due diverse matrici
normalizzate, strettamente correlate tra loro:
Loym =D 2LD™ 3 = —D WD 2
Loonsym = D™'L=1— D™'W.

Nella prima, togliamo la matrice diagonale, moltiplicando a destra e a sinistra
per la sua radice. Mentre nella seconda si moltiplica solo a sinistra, cioe

vengono scalate le righe, per quello ¢ non simmetrica.
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Proposizione 1.3.3 (Proprieta di Ly, € di Lyonsym)-

1. Vf € R" si ha:

2
P Lnf = zl 0, ( f)

2. X e un autovalore di Lyonsym con autovettore u <= X e un autovalore

. 1
di Lgym con autovettore w = D2u;

3. X e un autovalore di Lyonsym con autovettore u <= X\ e u risolvono il

problema generalizzato agli autovettor: Lu = A\Du;

4. 0 e un autovalore di Lyonsym con autovettore costante 1; 0 un autovalore

di Lgym con autovettore Dél;

5. Lgym € Lpopsym S0no matrici semidefinite positive e hanno n autovalori

realt non negativi 0 = Ay < Ag < -+ <\

Dimostrazione. 1. Si prova come la 1. della Proposizione (1.3.1);

2. Poiche Lyonsym = DL,

(A, u) sua autocoppia, vuol dire che vale
Luonsym = A <= D™ Lu = Au <= Lu = A\Du <= Lu = AD?D?u
e ora moltiplicando entrambi i membri per D’%, ottengo
D~3Lu=AD?u

che e come dire

ovVvero
1 1
LyymD2u = ADzu

e chiamando D2u := w, otteniamo (A, D%u) ¢ autocoppia di Lgyn,.
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3. Segue banalmente dalla definizione di autocoppia e di Lyonsym-

4. La prima affermazione segue da Lyonsym1 = 0, mentre la seconda segue
dalla 2.;

5. L’affermazione su Ly, segue da 1., mentre quella su Li,psym dalla 2.
O

Come nel caso della matrice non normalizzata, la molteplicita dell’auto-
valore 0 e collegata al numero di componenti connesse. La dimostrazione e

analoga.
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1.4 Algoritmo di Spectral Clustering

Indichiamo ora i pitt comuni algoritmi di cluster, distinguendo grafo non
normalizzato e grafo normalizzato, in cui in particolare analizziamo due di-
versi modi di normalizzare.

Supponiamo che il nostro data set consista di un insieme di punti x,--- , x,,
corrispondenti ad oggetti arbitrari. Misuriamo le loro similarita a coppie, at-
traverso i coefficienti di similarita s;; = s(x;, z;) e definiamo cosl la matrice

di similaritd S = (sij)i,jzl,-~~,n~

° Spectral clustering non normalizzato

INPUT: S € R™ matrice di similarita e k che e il numero di cluster
da costruire.

Costruiamo un grafo di similarita con matrice di adiacenza W;
Calcoliamo L = D — W (non normalizzata);

Troviamo i primi k& autovettori uy,--- ,ug di L;

Prendiamo U € R™** come la matrice contenente i vettori u, - - - , uy,

come colonne;

* Per i =1,---,n, sia y; € R¥ il vettore corrispondente all’i-esima

riga di U;

Raggruppiamo (y;)i=1.... , in R* con lalgoritmo delle k-medie nei
cluster C, -, Cy.

OUTPUT: Clusters A;,---, A; con A; = {jly; € C;}.
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° Spectral clustering normalizzato in accordo con Shi
e Malik (2000)

INPUT: S € R™" matrice di similaritd e k che ¢ il numero di cluster

da costruire.

* Costruiamo un grafo di similarita con matrice di adiacenza W;
* Calcoliamo L = D — W (non normalizzata);

Troviamo i primi k& autovettori uy, - - - ,u; del problema genera-

lizzato agli autovettori Lu = ADu ;

Prendiamo U € R™ * come la matrice contenente i vettori uy, - - - , uy,

come colonne;

Per i =1,---,n, sia y; € R¥ il vettore corrispondente all’i-esima

riga di U;

* Raggruppiamo (y;)i=1.... », in R* con l'algoritmo delle k-medie nei
cluster C, -+, Cy.

OUTPUT: Clusters Ay, -, Ay con A; = {jly; € C;}.

Notiamo che questo algoritmo usa gli autovettori generalizzati di L,
che in accordo con la Proposizione (1.3.3) corrispondono agli autovet-

tori della matrice Lyonsym.-

L’algoritmo che segue invece usa gli autovettori della matrice Lgy,y, €
come vedremo, verra introdotto un ulteriore passo di normalizzazione
delle righe, che non e necessario nell’algoritmo precedente. Il perche

sara spiegato nel Capitolo 2.
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° Spectral clustering normalizzato in accordo con Ng,
Jordan e Weiss (2002)

INPUT: S € R™"™ matrice di similarita e k che ¢ il numero di cluster
da costruire.

Costruiamo un grafo di similarita con matrice di adiacenza W;
Calcoliamo L = D — W (non normalizzata);

Troviamo i primi & autovettori uy, - -+, uy di Lgym ;

Prendiamo U € R™* come la matrice contenente i vettori u, - - - , uy,

come colonne;

Creiamo la matrice T € R™** da U, normalizzando le righe con la

norma 1, cioe t;; = u;; /(D U?k)%;
i

Per i = 1,--- ,n, sia y; € R¥ il vettore corrispondente all’i-esima
riga di T

Raggruppiamo (y;)i=1... », in R* con Palgoritmo delle k-medie nei
cluster C1,--- ,Cj.

OUTPUT: Clusters Ay, ---, A, con A; = {jly; € C;}.

Vedremo nelle sezioni successive che le varie modifiche portano ad una rap-

presentazione migliore.
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1.5 Partizionamento dei grafi

Considerato il training set come se fosse un grafo pesato G, lo scopo
dello Spectral Clustering e quello di tagliarlo nel miglior modo possibile, se-
condo le similarita dei suoi elementi, cioe di trovare una partizione del grafo,
distinguendo i gruppi con peso molto basso (il che vuol dire che i punti sono
differenti I'uno dall’altro) e i gruppi con peso molto alto (il che vuol dire che

i punti allinterno dello stesso cluster sono simili tra loro).

Preso un grafo di similarita con matrice di adiacenza W, il modo piu semplice

e diretto per creare una partizione e risolvere il problema di minimizzazione.

Ricordiamo che un taglio e una partizione del grafo in due insiemi disgiunti,
ha un valore chiamato cut ed e definito come la somma delle discrepanze,
cioe tutto cio che disturba fuori dal gruppo e che andremo appunto a mini-
mizzare, perche pit diventano piccoli e piti ci avviciniamo ad una componente

connessa.
cut(Ay, -+ Ay) = = ) W(ALA)

Introduciamo il fattore % altrimenti avremmo contato ogni lato due volte. In
particolare per k = 2, questo problema ¢ relativamente semplice, ma porta
con se anche degli svantaggi, in quanto conduce a scarsi risultati perche spes-

so taglia via solo un vertice.

L] L3 ] -
- - - L]
- - - ey
[ = & .
L ] E 3 - L ]
Mirnmum cut

Beatter cut
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Un modo per risolvere questo problema ¢ richiedere che gli insiemi (Ay, - -+ , A)

siano ragionevolmente grandi.

* PROBLEMA DI OTTIMO PARTIZIONAMENTO

Definiamo allora le due funzioni piti comuni da minimizzare:

k —_ k I

RatioCut(Ay,--- | Ap) = %Z W(A'”AZ) _ Z cut(A;, A;)
k k

Neut(Ay, -, Ap) .:52—' :Z—‘

dove:

|A;| € il numero di vertici in A;

vol(A;) := > d; misura la dimensione di A sommando i pesi di tutti i lati
i€A
collegati ai vertici in A.

Con questa formulazione non e piu possibile tagliare via un solo vertice,
altrimenti i volumi non sono massimizzati; la presenza del denominatore fa
evitare di prendere sottografi con pochi vertici, ed avere cosi una partizione

bilanciata.

Osservazione 1. Ncut minimizza anche la similarita all’interno di ogni cluster.

Posto in questi termini il problema ¢ pitt semplice, ma la sua risoluzione
con un algoritmo presenta delle difficolta perche se si pensa di generare tutte
le partizioni possibili, si ha di fronte una complessita esponenziale O(2"). Si
dice allora che il problema ¢ NP-hard, da ”nondetermistic polynomial-
time hard problem”, ovvero ”problema difficile non deterministico in tem-
po polinomiale” ma in tempo esponenziale e per questo motivo non siamo

in grado di trovare una soluzione in tempi ragionevoli. Cercheremo allora
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delle condizioni semplificative che ci porteranno proprio allo spectral

clustering.

1.5.1 Approssimazione di RatioCut con k = 2

Cominciamo con il caso di Ratiocut per £ = 2, in quanto il rilassamento e
piu facile da capire in questo ambito. Il nostro obiettivo e quello di risolvere

il problema di ottimizzazione
min RatioCut(A, A).
ACV

Riscriviamo il problema in una forma piu conveniente. Prendiamo il

sottinsieme A C V e definiamo il vettore f = (f1,---, f,)T € R™ in questo
modo:
4] se v; € A
i = IA'\A| B (1.2)
—\ @ se v; €A

Ora la funzione RatioC'ut puo essere riscritta utilizzando il grafo normaliz-
zato laplaciano, che sara piu facile da minimizzare essendo un problema di

algebra lineare e non un funzionale. Vediamo che:

fTLf = % Z wij(fi — fj)2 -

i,j=1

_ 1Al + 1 A 4]
B M A STV VA
zEA]EA ZEA]GA

(AMGE+%+O

— [1A| +|A Al + A
=mmm(”w”+”m”)=

= |V|- RatioCut(A, A).

(1.3)
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Inoltre, abbiamo:

n A - A
; A ,
2 fi= Z Z Ay

cioe, il vettore f, come definito nell’equazione (1.2) e ortogonale al vettore

costante 1 e soddisfa:

AP =32 72 = AIE] + A = L+ 4=

Complessivamente, possiamo vedere che il problema di minimizzazione puo
essere riscritto come:

min f1Lf,  con fL1, |[|fll=+vn

ACV

Questo e un problema di ottimizzazione discreta poiche le componenti di f;,
definite nell’eq (1.2), sono autorizzate a prevedere solo due particolari valori
e quindi e certamente ancora NP hard.

Il rilassamento piu evidente in questa impostazione e scartare la condizione
discreta e permettere invece che f; assuma valori arbitrari in R.

Questo porta al problema di ottimizzazione rilassato.

min fYLf,  con fL1,  |[fll=+vn

FERN

Per il teorema di Rayleigh-Ritz, si puo vedere immediatamente che la
soluzione di questo problema ¢ dato dal vettore f, che e l'autovettore cor-
rispondente al secondo piu piccolo autovalore di L. In questo modo
possiamo approssimare un minimizzante di RatioCut dal secondo autovetto-
re di L.

Tuttavia, al fine di ottenere una partizione del grafo, abbiamo bisogno di ri-
trasformare i valori reali di f del problema rilassato in un indicatore vettore

discreto.
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Il modo piu semplice per farlo ¢ quello di utilizzare il segno di f come
funzione indicatrice, cioe scegliere:

v, €A se f; >0
(1.4)

v; €A se f; <0
Tuttavia, nel caso particolare di £ > 2 che tratteremo in seguito, questa eu-
ristica e troppo semplice.
Cio che la maggior parte degli algoritmi di clustering spettrale fa inve-
ce ¢ quello di considerare le coordinate di f; come punti in R e
raggruppare in due gruppi C e C attraverso 'algoritmo di k-means.

Scegliendo:
v, €A se feC

B - (1.5)
v, € A se feC

Questo e esattamente 1’algoritmo di spectral clustering non normaliz-

zato per il caso k = 2.

1.5.2 Approssimazione di RatioCut con k arbitrario

Nel caso di £k arbitrario, la procedura segue un principio simile a quello

sopra descritto. Data una partizione di V' in k insiemi Ay, - -+ , Ay, definiamo
k vettori indicatori hj = (hyj, -+, hn )T in questo modo:
1 se v; € A;
|41
hi; (i=1,---,nj=1,---,k) (1.6)

0 altrimenti
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Poi costruiamo la matrice H € R™** come la matrice contenente questi k
vettori indicatori come colonne. Osserviamo che le colonne di H sono orto-
normali tra loro, cioe H'H = I, e con dei calcoli simili a quelli svolti prima,

si vede che:

t(A;, Ay)
W Lh; = oo
| Ai]

e inoltre si puo verificare che:
hILh; = (H'LH);

e la combinazione di questi fatti porta a:

k k
RatioCut(Ay, -+, Ay) = Y h{Lh;=> (H"LH); = Tr(H"LH),
i=1 i=1
dove T'r denota la traccia della matrice, cioe la somma degli elementi sulla
diagonale. Cosi il problema di minimizzazione di RatioCut(Ay,--- , Ax) puo
essere riscritto come:
Amiril Tr(H'LH) con H'H =1, H come in (1.6)
1, Ak
Rilassiamo nuovamente il problema, consentendo agli elementi della ma-
trice H di assumere valori reali, e cosi il problema diventa:

min Tr(HTLH) con H'H = 1.
HeRnxk

Avendo effettuato molte semplificazioni, la soluzione del problema finale non
e quella del problema iniziale, ma ¢ accettabile.

La soluzione di cui parliamo si ottiene prendendo H = X, 1.5, ovvero come
la matrice contenente i primi £ autovettori, cioe relativi ai piu piccoli k& au-
tovalori di L come colonne. L’uso successivo dell’algoritmo delle k-medie
permette di recuperare l'indicatore di clusters.

Questo porta all’algoritmo generale di spectral clustering non nor-

malizzato, presentato nella Sezione 1.4.
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1.5.3 Approssimazione di Ncut

Tecniche molto simili a quelle usate per RatioCut possono essere usate

per minimizzare N cut.
Nel caso k = 2 definiamo:

se v; €A

(4) A
— W se v; € A

Si puo verificare che (Df)T1 = 0, fTDf = vol(V), fTLf = vol(V)Ncut(A, A).

Cosi possiamo riscrivere il problema di minimizzazione N cut con il problema

equivalente:
mf}n fELf con f comein (1.7), Df11, fIDf =wol(V)
Di nuovo rilassiamo il problema permettendo ad f di prendere valori reali:

min fTLf con Df11, fIDf =vol(V)

fern

Adesso sostituiamo g := D> f e il problema diventa:

m&gn ¢g*D2LD 2g con gLD21, ||g||*=vol(V)
geR™

Osserviamo che D~3LD~3 = Ly, dove D31 ¢il primo autovettore di Ly,
e vol(V') & una costante. Quindi il problema ¢ ora nella forma del teorema
di Rayleigh-Ritz e la sua soluzione g ¢ data dal secondo autovettore di Lyyn,.
Sostituendo f = D~2g e usando la Proposizione (1.3.3) vediamo che f & il
secondo autovettore di Lyonsym 0 equivalentemente I’autovettore generalizza-

to di Lu = ADu.
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Nel caso k > 2, definiamo il vettore indicatore h; = (hy j,- -+ , hy ;) cosi:
1 . .
o) se v; € Aj
hi (i=1,---,mj=1-- k). (1.8)
0 altrimenti

Poi costruiamo la matrice H mettendo in colonna i k vettori indicatori.

Osserviamo che, come nel caso di RatioCut, le colonne di H sono orto-
normali tra loro, cioe H'H = I, e con dei calcoli simili a quelli svolti prima
si vede che

hI'Dh; =1, hILh; = cut(lf(xi,?)‘

Cosi possiamo riscrivere il problema di minimizzazione Ncut come:

min Tr(HTLH), con H'DH =1, H come in (1.8)

Aqye Ay

Rilassando la condizione discreta e sostituendo 7 = D2 H , otteniamo il

problema rilassato:
min, Tr(ITD~2LD~2T), con TTT = I.

Anche questo e un problema standard di minimizzazione della traccia
che ¢ risolto dalla matrice T" contenente i primi k autovettori di Ly, come
colonne. Risostituendo H = D~27T e usando la Proposizione (1.3.3) vediamo
che la soluzione H consiste nei primi & autovettori della matrice Ly opsym 0 1

primi k autovettori generalizzati di Lu = ADu.

Questo porta all’algoritmo di spectral clustering normalizzato in ac-
cordo con Shi e Malik (2000).
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1.5.4 Commenti sull’approccio del rilassamento

Ci sono diversi commenti che dovremmo fare sulla derivazione dello spec-
tral clustering. La piu importante € che non vi € alcuna garanzia sulla
qualita della soluzione del problema rilassato rispetto alla soluzio-
ne esatta. Cioe, se Ay, -, A, € la soluzione esatta della minimizzazione
di RatioCut, mentre By,---, By € la soluzione ottenuta dall’algoritmo di

spectral clustering non normalizzato, la differenza
RatioCut(By, - -+ , Bx) — RatioCut(Ay, - - , Ag)

puo essere arbitrariamente grande.

Dunque come avevamo gia accennato prima, il motivo per cui il rilassamento
spettrale e cosi attraente, non e che esso porta a soluzioni particolarmente
buone. Ma la sua popolarita ¢ dovuta principalmente al fatto che si traduce

in un problema standard di algebra lineare, semplice da risolvere.



Capitolo 2
Teoria della perturbazione

La teoria della perturbazione studia come autovalori e autovettori di una
matrice A cambiano se aggiungiamo una piccola perturbazione H, cioe
consideriamo la matrice A = A+ H. La maggiorparte dei teoremi sulle per-
turbazioni affermano che una certa distanza tra autovalori e autovettori di
Ae A ¢ delimitata da una costante che di solito dipende da quale autovalore

guardiamo e da quanto questo ¢ separato dal resto dello spettro.

La giustificazione dello spectral clustering ¢ quindi la seguente:

° Consideriamo prima il caso ideale”, dove la similarita intraclu-
ster ¢ esattamente 0. Abbiamo gia visto nella Sezione 1.3 che allo-
ra i primi k autovettori di L 0 Lyopsym sono i vettori indicatori dei
cluster. In questo caso i punti y; € R* costruiti con I’algoritmo di
spectral clustering hanno la forma (0,---,0,1,0,---,0)T dove la posi-
zione dell’l indica la componente connessa a cui il punto appartiene.
In particolare, tutti i punti y; che coincidono, appartengono alla stes-
sa componente connessa. L’algoritmo di k-medie trovera banalmente
la corretta partizione posizionando un punto centrale su ciascuno dei
punti (0,---,0,1,0,---,0)T € R

In un ”caso quasi ideale”, dove troviamo dei gruppi distinti, ma la

similarita intracluster non e esattamente 0, consideriamo la matrice

21
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Laplaciana come la versione perturbata di quella del caso ideale. La
teoria della perturbazione ci dice che gli autovettori saranno molto vi-
cini ai vettori indicatori ideali. I punti y; non possono completamente
coincidere con (0,---,0,1,0,---,0)7, ma sono coincidenti a meno di un
piccolo termine di errore. Quindi, se le perturbazioni non sono troppo
grandi, I'algoritmo delle k-medie ¢ ancora in grado di separare i gruppi

I'uno dall’altro.

2.1 Argomento formale della perturbazione

Cio che sta alla base della perturbazione nello spectral clustering ¢ il teo-
rema di Davis-Kahan dalla teoria della perturbazione matriciale. Questo
teorema misura la differenza tra gli autospazi di una matrice simmetrica per-
turbata.

Le distanze tra i sottospazi sono solitamente misurate usando gli ”angoli
canonici” (chiamati anche ”angoli principali”). Per definirli, prendiamo v,
e 1y, due sottospazi p-dimensionali di R?, e siano poi Vi e V5 due matrici
contenenti colonne ortonormali a vy e vy, rispettivamente. (Notiamo che gli
angoli canonici possono essere definiti se 17 e 15 non hanno la stessa dimen-
sione).

Allora i cos¢; degli angoli principali ¢; sono i valori singolari di V{I'V5.
Per p = 1, coincidono con la definizione normale di angolo. La matrice
sin p(V1, V) invece sara la matrice diagonale, avente sulla diagonale i seni

degli angoli canonici. Vediamo piu precisamente:

Teorema 2.1.1. (Davis-Kahan)

Siano A, H € R™™ matrici simmetriche, e sia || - || la norma di Frobenius o
la norma-2 per matrici. Sia A= A+H una perturbazione di A e sia S; C R
un intervallo. Denotiamo con og, (A) linsieme di autovalori di A che sono
contenuti in S e con Vi lautospazio corrispondente a tutti questi autova-

lori (pit formalmente, Vy € l'immagine della proiezione spettrale indotta da
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os,(A). Denotiamo poi con os,(A) e Vy le analoghe quantita per A.

Definiamo poi la distanza tra Sy e lo spettro di A, fuori da S, come:
0 = min{|\ — s|; X autovalore di A, A ¢ S1,s € S1}.

Allora, la distanza d(Vy, V1) := || sin¢(Vi, V2)|| tra i due sottospazi Vi e Vy &

limitata da:

d(vi,vp) <

Vediamo un’interpretazione di questo risultato in termini del laplaciano
non normalizzato (si lavora analogamente nel caso normalizzato).
La matrice A corrisponde al grafo Laplaciano L nel caso ideale, dove il grafo
ha k componenti connesse, mentre la matrice A corrisponde al caso pertur-
bato, dove a causa delle discrepanze, le k componenti nel grafo non sono piu
completamente disconnesse, ma connesse da qualche lato con peso leggero.
Denotiamo il grafo Laplaciano corrispondente L.
Per lo spectral clustering dobbiamo considerare i primi k& autovalori e auto-
vettori di L. Denotiamo gli autovalori di L con Aq,--- , \,, mentre quelli di
L con )Tl, e ,5\;. Scegliere ora l'intervallo S7 ¢ un punto cruciale, perche
deve esser tale da contenere gli autovalori di L e di L. Tale scelta & piu
facile se ||H|| & piccola e se [\ — Apy1] € grande.
Se riusciamo a trovare tale insieme, allora il teorema di Davis-Kahan ci
dice che gli autospazi corrispondenti ai primi k& autovalori di L e Z, sono
vicini I'uno con l'altro, in particolare di una distanza pari a ||H||/d. Inoltre,
mentre gli autovettori nel caso ideale hanno elementi costanti sulle compo-
nenti connesse, lo stesso sara approssimativamente vero nel caso perturbato.
Quanto ”e accurato” dipende da ||H|| e dalla distanza § tra Sy e il (k + 1)-
esimo autovettore di L.
Se l'insieme S ¢ stato scelto come l'intervallo [0, A], allora ¢ coincide con
I'intervallo spettrale |A;11 — Ax|. Possiamo vedere dal teorema che piu ¢ gran-
de questo intervallo e piu saranno vicini gli autovettori del caso ideale e del

caso perturbato; di conseguenza, lo spectral clustering lavorera meglio.
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Di seguito vedremo che la dimensione di questo intervallo puo anche essere
utilizzata in un contesto differente come criterio di qualita per lo spectral
clustering, vale a dire al momento di scegliere il numero £ di clusters da co-
struire.

Se la perturbazione H ¢ troppo grande o l'intervallo ¢ troppo piccolo, po-
tremmo non trovare un insieme S; opportuno. Dunque c’e¢ bisogno di un
compromesso: 'affermazione del teorema allora diventa pitt debole nel senso
che o non confrontiamo gli autospazi corrispondenti ai primi k autovettori
di LedilLo puo accadere che § sia troppo piccolo cosicché il limite sulla

distanza tra d(V/, ‘71) cresca cosl tanto da diventare inutile.

2.2 Commenti sull’approccio alla perturba-

zione

L’approccio perturbativo necessita un po’ di cautela in quanto si utiliz-
zano argomenti di teoria della perturbazione per giustificare gli algoritmi di
clustering basati sugli autovettori. In generale, qualsiasi matrice simmetrica
diagonale a blocchi ammette base di autovettori che sono zero fuori dai bloc-
chi individuali, mentre a valori reali all’interno. Per esempio, sulla base di
questi argomenti, molti autori usano gli autovettori della matrice di similarita
S o di adiacenza W per scoprire i cluster. Tuttavia, essendo questa matrice
diagonale a blocchi, nel caso ideale di completa separazione dei cluster, puo
essere considerata come una condizione necessaria per un corretto uso di
autovettori, ma non sufficiente. Almeno altre due proprieta devono essere
soddisfatte:

1. Prima di tutto, ¢ necessario che 'ordine degli autovalori e degli auto-
vettori sia significativo. Nel caso del Laplaciano, questo ¢ sempre vero,
cioe come sappiamo gia, ogni componente connessa possiede un auto-
vettore che ha autovalore 0. Quindi il grafo ha k componenti connesse

e prendiamo i primi k autovettori del Laplaciano. Allora sappiamo che
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ha esattamente un autovettore per componente.

Tuttavia potrebbe non essere cosi nel caso di altre matrici come S o
W. Per esempio, potrebbe essere che i due piu grandi autovalori del-
la matrice diagonale a blocchi S, vengano dallo stesso blocco. In tale
situazione, prendiamo i primi k£ autovettori di S, alcuni blocchi saran-
no rappresentati pitt volte, mentre altri mancheranno completamente
(a meno che non prendiamo le appropriate precauzioni). Questa e la
ragione per cui non dovremmo utilizzare gli autovettori di S o di W

per il clustering.

2. La seconda proprieta e che nel caso ideale, gli elementi degli autovetto-
ri sulle componenti dovrebbero essere sufficientemente lontane da
zero. Assumiamo che 'autovettore sulla prima componente connessa
abbia un’entrata u;; > 0 in posizione ¢. Nel caso ideale, il fatto che
questo elemento sia non — zero, indica che il corrispondente punto ¢
appartiene al primo cluster. Viceversa, se un punto ¢ non appartiene
al primo cluster, allora nel caso ideale dovrebbe essere u; ; = 0.
Adesso consideriamo la stessa situazione, ma nel caso pertubato. L’au-
tovettore perturbato @ non avra nessun elemento non — zero, ma se il
rumore non ¢ troppo grande, allora la teoria della perturbazione ci dice
che le componenti u1; e uy j, sono ancora abbastanza vicine ai valori
originali u;; e uj, cioe prenderanno qualche piccolo valore, come &,
e 9. In pratica, se questi valori sono molto piccoli non ¢ chiaro come
interpretare la situazione: o crediamo che i piccoli elementi indichino
che i punti non appartengono al primo cluster o che indichino gia la

classe di appartenenza e classifichino entrambi i punti al primo cluster.

Per entrambe le matrici, L e Lyonsym, gli autovettori nella situazione ideale
sono i vettori indicatori, cosi il secondo problema non si verifica. Invece que-
sto non ¢ vero nel caso della matrice Ly, in cui anche nel caso ideale, gli
autovettori corrispondono a D31 A;-

Se i gradi dei vertici differiscono molto, e in particolare se i vertici hanno gra-

di molto bassi, allora gli elementi degli autovettori sono molto piccoli. Per
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contrastare il problema sopra descritto, entra in gioco la normalizzazione
delle righe. Nel caso ideale, la matrice U nell’algoritmo ha esattamente un
elemento non — zero per riga, e dopo aver effettuato questa normalizzazione,
troviamo la matrice T" che & quindi costituita dai vettori indicatori. Si noti
tuttavia che questo potrebbe comunque non funzionare correttamente nella
pratica. Assumiamo di avere u;; = €1 € u;2 = €9, se adesso normalizziamo

la 7-esima riga di U, €; e €5 saranno moltiplicati del fattore \/ﬁ e diven-
E1TES

teranno cosi piuttosto grandi.

Ora ci imbattiamo in un problema simile a quello appena descritto: entrambi
i punti sono verosimilmente classificati nello stesso cluster, anche se appar-
tengono a gruppi differenti. Questo fatto mostra che lo spectral clustering
che usa la matrice Ly, puo essere problematico se gli autovettori conten-
gono elementi particolarmente piccoli. D’altronde si noti che, questi piccoli
elementi negli autovettori si verificano solo se qualche vertice ha peso partico-
larmente basso. Si potrebbe obiettare che in tal caso il punto dato dovrebbe
essere considerato un’anomalia e allora non e un vero problema in quale clu-

ster il punto finira.

Per riassumere, la conclusione ¢ che lo spectral clustering normalizzato con
Ly puo essere giustificato dalla teoria della perturbazione, ma dovrebbe es-
sere trattato con molta attenzione se il grafo contiene vertici con pesi molto

bassi.



Capitolo 3
Dettagli pratici

In questa sezione discuteremo brevemente di alcuni problemi che sorgono
quando in realta implementiamo lo spectral clustering. Ci sono molte scelte

da fare e parametri da impostare.

3.1 Costruzione del grafo di similarita

Costruire il grafo di similarita per lo spectral clustering non ¢ un compito

banale e si sa poco sulla teoria delle varie costruzioni.

Prima di poter pensare a costruire il grafo di similarita, abbiamo bisogno
di definire una funzione di similarita sui dati. Per esempio, quando co-
struiamo una funzione di similarita tra documenti, ha senso verificare che i
documenti con alto punteggio di similarita appartengano allo stesso cluster.
Il comportamento globale ”a lungo termine” non ¢ importante per lo spec-
tral clustering perche comunque non connettiamo questi due punti nel grafo
di similarita. Nel caso comune, dove i punti vivono nello spazio Euclideo
R?, un candidato ragionevole di default ¢ la funzione di similaritd, Gaussia-
na s(x;,z;) = exp(—||x; — z;||*/(20?)), dove abbiamo bisogno di scegliere il

parametro o.
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La prossima scelta riguarda il tipo di grafo che vogliamo usare; illustriamo
brevemente il comportamento dei differenti grafi usati nel seguente semplice

esempio presentato in figura:

| punti dati epsilon-grafico, epsilon = 0.3
e % . A
£ ¥, P
&% ¥ i 4 E
0 * % 4
L
P ; :
+

2t

+
-3

01k

Scegliamo una distribuzione in R? con tre cluster: due ”lune” e una Gaus-
siana. La densita della luna inferiore e scelta maggiore della luna superiore.
Il grafico in alto a sinistra mostra un campione prelevato da questa distri-
buzione mentre gli altri tre riquadri mostrano differenti grafi di similarita su

questo campione.

* Nel grafo delle e-vicinanze, possiamo vedere che ¢ difficile scegliere

un utile parametro e. Con £=0.3 come in figura, i punti sulla luna cen-
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trale sono gia molto strettamente connessi, mentre i punti sulla Gaus-
siana lo sono leggermente. Il problema si verifica sempre se abbiamo
i dati su "differenti scale”, cioe distanze differenti in regioni differenti

dello spazio.

Nel grafo dei k piu vicini, possiamo connettere i punti su ”differenti
scale”: vediamo infatti che i punti sulla Gaussiana sono connessi con
quelli sulla luna di densita elevata. Questa ¢ una proprieta generale

che puo risultare molto utile.

Il grafo dei reciproci k£ piu vicini invece tende a connettere i punti
all’interno di regioni a densita costanti, ma non connette regioni a den-
sita differenti. Cosl questo puo esser considerato come ”nel mezzo”

tra i due grafi sopra descritti.

Il grafo completamente connesso ¢ spesso usato nella connessione
con la funzione di similarita Gaussiana. I punti vicini sono connessi
con pesi alti, mentre quelli lontani con pesi trascurabili. Tuttavia, la

risultante matrice di similarita, non ¢ una matrice sparsa.

Come raccomandazione generale, si suggerisce di lavorare con il grafo dei
k piu vicini come prima scelta, perche e piu semplice: si traduce in una
matrice di adiacenza W, sparsa, ed ¢ meno vulnerabile alle scelte inadatte

dei parametri, rispetto agli altri grafi.

Una volta deciso il tipo di grafo da usare, dobbiamo scegliere i parametri.
Si deve fare in modo che tali componenti connesse siano i corretti cluster,
ovvero che il grafo sia collegato, o che consista solo di ”"poche” componenti
connesse rispetto al numero di cluster da rilevare e nessun vertice isolato.
Ci sono molti risultati teorici su come connettere un grafo random, ma tutti
questi valgono solo nel caso in cui si tende al limite per n — oo.

Per esempio, se si sa che per n punti i.i.d (=indipendenti identicamente di-
stribuiti) a supporto connesso in R?, il grafo dei k piu vicini e il grafo dei

reciproci k piu vicini saranno connessi se scegliamo k dell’ordine di log(n).
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Argomenti simili mostrano che il parametro ¢ nel grafo delle € -vicinanze de-
ve essere scelto come (log(n)/n)? per garantire la connettivita al limite. Un
altro modo semplice consiste nello sceglierlo come la lunghezza del lato piu
lungo in un albero di minima copertura completamente connesso sui punti

dati.

3.2 Importanza degli autovettori

Per implementare lo spectral clustering si devono calcolare i primi k& auto-
vettori della matrice Laplaciana. Fortunatamente, se si usa il grafo dei k piu
vicini o delle e-vicinanze, allora tutte queste matrici sono sparse ed esistono
algoritmi efficienti per calcolare i primi k£ autovettori, quali il metodo delle
potenze o il metodo dei sottospazi di Krylov, come per esempio il me-
todo di Lanczos. La velocita di convergenza di tali algoritmi dipende dalla
dimensione di v = |Ax — Apy1], cioe la differenza tra autovalori successivi.
Un problema generale si verifica se uno degli autovalori ha molteplicita mag-
giore di uno. Per esempio, nella situazione ideale di k£ cluster disconnessi,
I’autovalore 0 ha molteplicita k. Come abbiamo visto, in questo caso, ’au-
tospazio ¢ dato dallo span dei k vettori indicatori. Ma sfortunatamente, i
vettori calcolati dagli algoritmi numerici, non necessariamente convergono a
questi particolari vettori, ma alle basi ortonormali degli autospazio e di solito
questo dipende dai dettagli dell'implementazione. Questo non & pero poi cosi

male... si puo vedere infatti che tutti i vettori nello spazio dato dallo span dei

k
vettori indicatori 14, sono della forma u = > a;14,, per qualche coefficiente
1 1 1
1=
a;, cioe sono a valori costanti sui cluster e dunque i vettori restituiti dagli
algoritmi possono essere usati per decodificare informazioni importanti sui

cluster.
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3.3 Il numero di clusters

Scegliere il numero k di cluster ¢ un problema generale per tutti gli al-
goritmi di cluster e sono stati ideati numerosi metodi per questo problema:
un metodo molto usato e quello di scegliere il numero k£ in modo che gli
autovalori Ay, - -+, A\; siano molto piccoli, ma A\, sia relativamente grande.
Ci sono molte giustificazioni per questa procedura: la prima e basata sulla
teoria della perturbazione, in cui osserviamo che nel caso ideale di k cluster
completamente disconnessi, I’autovalore 0 ha molteplicita k& e ¢’e¢ un divario
con il (k 4 1)-esimo autovalore A;y; > 0. Un’altra spiegazione puo esser
data dalla teoria spettrale dei grafi: in particolare, la dimensione dei tagli e
strettamente correlata alla dimensione dei primi autovalori.

Nonostante questo pero, il metodo migliore ¢ quello di scegliere il numero di
cluster in modo euristico, ovvero vedere per quale k i gruppi si stabilizzano,
cio¢ non variano (troppo) al variare dell’inizializzazione e soprattutto, sono

significativi.

3.4 Il metodo delle k-medie

I tre algoritmi di spectral clustering che abbiamo presentato nella Sezione
1.4 usano 'algoritmo delle k-medie nell’ultimo passaggio per estrarre la par-
tizione finale dalla matrice di autovettori a valori reali e abbiamo visto dalle
varie spiegazioni che questo passaggio ¢ molto semplice se i dati contengono
cluster ben evidenti. Per esempio, nel caso di cluster completamente separati,
sappiamo che gli autovettori di L e di Lypsym sono costanti a tratti e dunque
tutti i punti x; che appartengono allo stesso cluster C, saranno mappati esat-
tamente al punto di campionamento y;. La distanza euclidea tra i punti y; ¢

una quantita significativa da guardare, poiche ¢ legata alla distanza sul grafo.

Ci sono pero altre tecniche per costruire la soluzione finale: per esempio

nei testi di Lang o di Bach and Jordan, dove gli autori utilizzano gli iper-
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piani nel primo caso, mentre il sottospazio generato dai primi k& autovettori

e provano ad approssimarlo usando i vettori costanti a tratti nel secondo.

3.5 Quale grafo dev’essere usato?

Prima di poter rispondere a questa domanda, bisogna guardare il grado
della distribuzione del grafo di similarita: se il grafo € molto regolare e molti
vertici hanno approssimativamente lo stesso grado, allora tutti i laplaciani
sono simili tra loro e funzionera altrettanto bene per il clustering; se invece i
gradi sono distribuiti a grandi linee, allora i laplaciani saranno notevolmente
differenti.

Ci sono diverse discussioni che sostengono 1'uso dello spectral clustering nor-
malizzato piuttosto che il non normalizzato e inoltre che nel caso normalizzato

bisogna usare gli autovettori di L,onsym piuttosto che quelli di Lgyyp,.

Come abbiamo gia visto nelle sezioni precedenti, la prima giustificazione
a favore dello spectral clustering normalizzato viene dal punto di vista del
partizionamento del grafo. Per semplicita discutiamo del caso k = 2. In

generale, il clustering ha due obiettivi differenti:

1. Trovare una partizione in modo che i punti in cluster differenti siano
dissimili, cioe minimizzare la differenza fra i cluster, ovvero minimizzare

cut(A, A);

2. Trovare una partizione in modo che i punti nello stesso cluster siano
simili, cioe massimizzare la differenza intra-cluster W (A4, A) e W (A, A),
dove questi ultimi, come abbiamo visto nel Capitolo 1, indicano la som-
ma delle discrepanze, cioe tutto cio che disturba fuori dal gruppo e che
andremo appunto a minimizzare, perche piu diventano piccoli e piu ci

avviciniamo ad una componente connessa.

cut(Ay, -+ Ay) = = ) W(ALA)
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Sia RatioCut sia Ncut implementano il primo obiettivo, inserendo esplici-
tamente cut(A, A) nella funzione. Ma riguardo al secondo punto, le due

funzioni agiscono diversamente.

Notiamo innanzitutto che
W(A,A) = W(A V) —W(A,A) = vol(A) — cut(A, A)

. Quindi, la similarita intra cluster & massimizzata se cut(A, A) e piccolo e se
vol(A) & grande. Poiche questo & esattamente cio che avviene minimizzan-

do Ncut, allora Ncut implementa tranquillamente anche il secondo obiettivo.

Questo e ancora piu esplicito se consideriamo il criterio di MinMaxCut
introdotto da Ding, He,Zha, Gu e Simon, nel 2001:

k _
MinMaxCut(Ay, -+, Ag) == > M

con denominatore differente rispetto a Ncut, nel quale compare vol(A) =
cut(A, A) + W (A, A).

In pratica, Ncut e MinMaxCut sono spesso minimizzate da tagli cosi fatti,
infatti rilassare la seconda equivale allo stesso problema di ottimizzazione ot-
tenuto rilassando la prima, cioe¢ alla normalizzazione dello spectral clustering

con gli autovettori di Lyonsym.-

Nel caso di RatioCut invece, I'obiettivo & massimizzare |A| e |A| invece dei
rispettivi volumi. Ma |A| e |A| non sono necessariamente legati alla simila-
rita intracluster, che dipende dai lati e non dal numero di vertici in A. Per
esempio, basti pensare ad un insieme A con molti vertici, saranno tutti col-
legati tra loro da lati con pesi leggeri.

Quindi la minimizzazione di RatioC'ut non porta alla massimizzazione della
similarita intracluster e allora il primo importante punto ¢ tenere in men-

te che lo spectral clustering normalizzato implementa entrambi gli
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obiettivi, mentre quello non normalizzato implementa solo il pri-

mo.

3.6 Problemi di coerenza

Una discussione completamente differente sulla superiorita dello spectral
clustering normalizzato viene da un’analisi statistica su entrambi gli algorit-
mi di spectral clustering normalizzato descritti nella Sezione 1.4.
Assumiamo di avere i punti x4, - - - , x, i.i.d in accordo con la distribuzione di
probabilita P e sottostanti lo spazio X. La domanda fondamentale riguarda
il problema di coerenza: se tracciamo sempre piu punti, i risultati di clu-
stering convengono a una partizione utile sottostante lo spazio X7
Matematicamente si dimostra che, quando prendiamo il limite n — oo, la
matrice L, converge in senso forte a un operatore U sullo spazio C(X)
delle funzioni continue su X. Questa convergenza implica che gli autovalori
e gli autovettori di Ly, convergono a quelli di U e si puo dimostrare che
la partizione indotta su X dagli autovettori di U, puo essere interpretata
come la passeggiata random dello spectral clustering. Questo vuol dire che,
se consideriamo un processo di diffusione sullo spazio dato X, allora la parti-
zione indotta dagli autovettori di U e tale che la diffusione non transiti molto

spesso nei diversi cluster.

In contrasto con i risultati chiari sulla convergenza dello spectral clustering
normalizzato, la situazione per quello non normalizzato ¢ molto piu sgrade-
vole. Si puo dimostrare che non sempre converge, oppure che converge a
soluzioni banali che portano alla creazione di cluster contenenti un solo pun-
to o ancora che la matrice (1\n)L converge a qualche operatore limite 7" su
C(X) quando n — o0, il quale pero ha delle proprieta cosi ostili da impedire

la convergenza dello spectral clustering.
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Vedremo tra poco con un semplice esempio che questo problema non ri-
guarda solo le grandi dimensioni. Intanto pero, e possibile caratterizzare le

condizioni in cui questo problema non si verifica:

* Bisogna fare in modo che gli autovalori di L, corrispondenti agli auto-
vettori usati nello spectral clustering non normalizzato, siano signifi-
cativamente inferiori al minimo grado del grafo. Questo significa
che se usiamo i primi k autovettori, allora deve essere

=1, n

per tuttiglii=1,--- k.

La ragione e che gli autovettori relativi agli autovalori che non rispettano
questa condizione approssimano le funzioni di Dirac, cioé sono circa 0
in tutte le direzioni tranne una. E allora se andiamo ad utilizzare questi
autovettori nel clustering, 1'unico vertice diverso da 0 si separera da tutti gli
altri e questo non e sicuramente quello che vogliamo.

Per un esempio di questo fenomeno, analizziamo il seguente semplice esempio,

per scelte differenti del parametro o.

autovalori autovettore 1 autovettore 2 autavettore 3 autovettore 4 autovettore 5

Z468 24 Z46 5 246

autovaleri autovettore 1 autovettors 2 autovettore 3 autovettore 4 autovettore &

sigma =2

autovalor autovettore 1 autovettore 2 autovettore 3 autovettore 4 autovettore 5

5 — % ok ¥k ’
1 |
{0 7 : . 5
2 - 5 o 2
* ;

sigma=5
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La soglia min d; ¢ indicata da una linea tratteggiata; gli autovalori sopra
questa soglia li rappresentiamo con stelle blu, mentre quelli sotto con

diamanti rossi.

In generale possiamo vedere che gli autovettori corrispondenti agli autovalori

che sono al di sotto della soglia tratteggiata sono ”utili”.

e Nel caso 0 = 1, gli autovalori 1,2,3 e 4 sono significativamente sotto,

e allora i rispettivi autovettori sono importanti;

e Osserviamo che, incrementando il parametro, per esempio o = 2, gli

autovalori tendono a muoversi verso la soglia;
e E infine nel caso o = 5, solo due autovalori sono al di sotto.

Possiamo allora vedere che, non appena l'autovalore si avvicina o supera
min d;, il corrispondente autovettore approssima una funzione di Dirac. Na-
turalmente, questi autovettori non sono efficaci per il clustering. Questi
problemi riguardano solo gli autovettori della matrice L, non quelli di Ly,
€ Lyonsym, perche queste matrici non vengono utilizzate negli algoritmi non
normalizzati. Dunque, da un punto di vista statistico, e preferibile evitare
lo spectral clustering non normalizzato e usare invece gli algoritmi

normalizzati.

Guardando le differenze tra i due algoritmi di spectral clustering norma-
lizzati nella Sezione 1.4, ¢ preferibile invece il primo. La ragione ¢ che il
primo usa gli autovettori generalizzati di L, che in accordo con la Proposizio-
ne (1.3.3), corrispondono agli autovettori della matrice Lyppsym, dove nella
situazione ideale gli autovettori corrispondono ai vettori indicatori; mentre
il secondo algoritmo usa gli autovettori della matrice Ly, e come abbiamo
visto nella Sezione 1.4, anche nella situazione ideale, gli autovettori corri-
spondono a D21 4, € dunque se i vertici hanno gradi molto bassi, gli elementi

degli autovettori sono molto piccoli. Per questa ragione si effettua un’altra
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normalizzazione delle righe e si costruisce cosi T, contenente i vettori indica-
tori. Cio nonostante, questo potrebbe non funzionare nella pratica, e questo

¢ il motivo per il quale ¢ preferito I’algoritmo con Ly, onsym-
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Capitolo 4

Problema reale: Analisi di un

Data Set sul Parkinson

4.1 Descrizione del data set

Come abbiamo visto nell’Introduzione al clustering, il raggruppamento
puo esser visto come una procedura che cerca divisioni interne, plausibili, di

un data set ritenuto troppo grande per esser trattato come unico.

In questo Capitolo riporto un’analisi del set di dati ” Parkinson Telemo-
nitoring Data Set”, creato da Athanasios Tsanas e Max Little, professori
dell’Universita di Oxford, in collaborazione con dieci centri medici degli Stati
Uniti ed Intel Corporation che hanno sviluppato un dispositivo che registra
suoni vocali. Questo data set ¢ composto da una matrice P € R?®7*22 dove
le righe indicano le osservazioni, cioe i 42 malati di Parkinson, di cui per
ognuno sono state fatte circa 150 osservazioni in sei mesi, mentre le colonne
rappresentano le variabili, ovvero informazioni sul paziente e misure biome-
diche. Il nostro scopo e cercare di capire come le variabili possono essere
raggruppate in cluster, cioe quali variabili sono correlate tra loro, e quali
invece, non hanno niente a che fare 'una con I’altra, nonostante nella pratica

si possa pensare il contrario (come per esempio non & vero che un malato di
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4. Problema reale: Analisi di un Data Set sul Parkinson

80 anni ha sint

omi diversi da quelli di 50, se sono malati dallo stesso tempo).

subiecti.aze.sex.test time.motor UPDRS.total UPDRS,Jitter(X},J)itter(Abs},ditter:RAP,Jitter:PPQS,Jitter:D0P,Shimmer, Shimmer{dB) , Shimmer:APQ3, Shimmer:ARJS,
Shimmer :APQ11, Shimmer DDA, NHR ,HNR , RPDE ,DF A, PPE

1,72,8,5.6431,28.199,34,
1,72,8,12.666,28.447,34,
1,72,0,19.681,28.695, 35,
1,72,8,25.647,28.985,35,
1,72,8,33.642,29.187,36.
1,72,0,48.652,29.435,36.
1,72,0,47.649,29, 682,37,

39,8, 00662, 3. 382-005, 0. BA401, B, BO317,0.012084, 6. 82565,0.23,0. 91438 ,8.91309, 0. 01662, 0. 84314, 8, 81429,21. 64,0, 41888, 8, 54842, B, 16096
594,8.083,1. 68e-095, 0. BA132, 0. 8915, 6. 90395, 6. 82024,8. 179, 0. 06994 ,8.91072,9.91689,8. 02082 0. 011112, 27,183 ,0.43493 B, 56477, 8. 1881
380,89, 00481, 2. 4620-095 , 9, 09205 ,0. DO208, 9. BHE16,0.81675,0,181,0.00734,0. 00844, 0, 01458, 6.82202, 0, 92022, 23,847, 0. 46222, 0, 54405, 6, 21814
B1,8.09528,2 . 6572-B05,0. 08191, . BO264,B. 80573, B.82389, 8. 327, 6.01186, 0. 91265 8. 81963, 8.93317, 0. 027837, 24, 445, 0. 4873, 8. 57794833277
375,8.008335,2.9142-095, 0. 93003,8.0013,0.90274,0.01793,0.176,0.90679, 8. 80029,9. 91519, 8. 92036, 8 011625 ,26.126,0. 47188, 0. 56122, 8. 19361
B7,8.89353,2. 29 -905 , 0. 89119,8. 90159 ,8. 09357 ,8.92227,09.214,0.91806,0.01337,0. 62263, 0. 03019, 0. 8009438, 22,945, 8, 53949, 8. 57243 ,8.195
363,9.00422,2. 4040-095,9, 00212 ,0. 00221, 9. BO637,0.B4352,0, 445,09, B2376,0. 82621, 0, 03488, 6.67128, 8. 91326,22,506,0.4925,8, 54779,0. 17563

1,72,8,54.64,20.928, 37 .857,0.00476,2,471e-005 6. 08226, 8, BO259, 0, 00678, 0.92191, 8,312, 8. 88979, 8. 91462 8. 01911, 8. 82937, 8. 027969, 22,929, 0,47712, 6, 54234, 8, 23844
1,72,8,61.669,30.177,38.353,8.00432, 2. B54=-005,8. 09156, 0. 00207, 0. 00468, 0. B4296,8.371,0.81774,0.62134, 0. 83451, 0.95323, 0. 813381, 22 . 074, 8. 51563, 061854, 0. 20037
1,72,0,68.688,30.424, 38, 549 ,0. 00496, 2. TH2e-895 8. B9258, 0. B0253, 0. 89773, 0.0361, 0. 31,0.0203,0,0197,9.82569,8. 06089, 8. 018021 , 22,606 ,0.50832,8, 58673 ,8, 20117
1,72,8,75.653,30.67,39.34,0.00465, 2, 5532 -005 , 0. 80238,0. 0026,0.00715,0.02132,0, 18% 6. 01869, 0. 01214 0. 01844, 0. §3206,0. 017443, 25,672, 49893 0. 61068, 0, 17387
1,72,0,82.653,30.917,39.534,0. 00537, 3. 216e-005,0. 00236, 0. 00278, 0. 00709, 0, 82377 ,0.282,0.01001,0, 01375, 6, 2395 ,0,03003, 0. 017115, 24,284, 9. 46656, 8. 57984, 8, 1939
1,72,8,80.635,31.309,40.412 8. 00524, 3. 287e-005,8. 89235, . 00251, 0. 80704, 0.82493,0.24,8.81176,8. 91395, 0. 92019, 8. 93528, 8.011E76,22 . 203, 0. 566, 8. 60571, 0. 20984
1,72,8,96.633,31.776,41.834,8.00354, 2. 188:-005,8. 09142, 9. 0015,0. 88427 ,0.92187,0.171, 8. 88847, 0. 9104, 8. 0192 8. 9254, 8. 015008, 24,614, 0. 61348, 8. 60661, 8. 15881
1,72,0,183.64,32.243,41.657,8.0053,3 . 1812-005, 0. 00241, 0. 80231, 0. 80724, 0.82791, 0. 291 ,0.8131,0.0126 0. 82069, 8. 8393, 0. B18093 , 23,533 ,0.51577,0. 5679, 8. 21461
1,72,0,118.65,32.71,42,28,0.80458 , 2, V85 -905 , B. 89152,0. 00104, 6. 00457, 8. 02875, 0.264, 8.91379,0.01494,0, 02309, 0. 04138, . 620181, 22, 263 6. 51866, 8. 56978, 0. 17508
1,72,0,117.66,33.178,42.984,8. 00603, 3.93e-005,0.00329,0, 80285, 0, 00987 ,0.9281,0.274, 0. 01468 ,0.0143,0,81952 8. 844985 ,0. 94198 , 26,876, 0.52674,0,57711,0, 34948
1,72,0,124.64,33.643,43.524,8.00652, 3. TR3e-005,8. 00313, 0. 00311, 0. 6994, 0.93011, 0. 32, 8.91683,0.01733,0.02293,0. 0481 ,0. 0831634, 22, 212,8. 58991 ,8. 61893, 0. 2 3048
1,72,8,131.64,34.109,44.146,8. 00571, 3. 711e-895,8. 89296, 0. 00293, 0. 09889, 0. 82522 .8, 223,0.08126, 0. 91466, 0. 02145, 8. 0378, 8. 831546, 23. 1298, 52714, 8. 5922, 0, 18211
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Figura 4.1: Prime righe di P

In Figura 4.1. si vede solo una piccola parte della matrice P e si puo

notare che nella prima colonna c’e 1’1, che indica il riferimento al primo pa-

ziente, troveremo cosi, dopo circa 150 righe, il secondo e cosi via...ma questa

variabile ¢ irrilevante, per cui considereremo la matrice senza la prima co-

lonna. Inoltre,

poiche i numeri sono di natura differente (interi, razionali,

binari...), lavoreremo sulla matrice P standardizzata.
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Le 21 variabili analizzate sono le seguenti:

1.

2.

3.

4.

d.

10.

11.

12.

13.

Eta;

?

Sesso (0: maschio, 1:donna);
Test time: tempo trascorso (la parte intera indica il numero di giorni);

Motor UPDRS: Anomalie motorie come tremore, rigidita, bradyci-

nesia, problemi di postura, mascheratura facciale, ecc.

Total UPDRS: Disturbi mentali, comportamento e umore, compro-

missione intellettuale, depressione;

Osservazione 2. 11 segnale vocale ¢ un suono complesso quasi perio-
dico, presenta quindi variazioni del periodo fondamentale T" e dell’am-
piezza A, a breve e/o lungo termine. Le prossime variabili Jimmer e
Shimmer effettuano una media delle differenze di durata o di ampiez-

za di periodi successivi adiacenti.

. Jitter(%);

. Jitter (Abs);

Jitter: RAP;

. Jitter: PPQ5;

Jitter: DDP;
Shimmer;
Shimmer(dB);

Shimmer:APQ3;



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Shimmer:APQ5;
Shimmer:APQ11;
Shimmer:DDA;

NHR, e la successiva HNR, sono due misure di rapporto tra rumore e

componenti tonali nella voce;

HNR;

RPDE e una misura di complessita dinamica non lineare;
DFA ¢ un esponente di scala di frattale del segnale;

PPE ¢ una misura non lineare della variazione di frequenza fondamen-

tale.

4.2 Metodo di connessione: linkage

Come avevamo gia accennato nell’Introduzione, il linkage ¢ un metodo

gerarchico adatto per raggruppare sia variabili che osservazioni. Tra i vari

tipi distinguiamo Single Linkage, Complete Linkage e¢ Average Lin-

kage, ma in particolare ci occuperemo dei primi due, rispettivamente basati

sulla minima e massima distanza.

A proposito di distanza invece, fissate le variabili z,y € RP, utilizzeremo:

e la distanza correlation, d(z,y) = 1 — r(z,y), dove r indica appunto

la correlazione tra le variabili considerate;

e la distanza euclidean, d(z,y) = \/(z — y)T(x — y)

Cambiare il tipo di linkage o distanza nell’algoritmo, puo condurre chia-

ramente a risultati differenti.
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e Con la distanza correlation, otteniamo il seguente risultato, per quan-

to riguarda il single linkage:
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e Mentre il seguente per quanto riguarda il complete linkage:

HNR
qmm:_Bm
Sex

DEA
Total ,PDRS

_,____Qo«c_uomw

J

Age
RPDE
PPE
Jitter ABS
NHR

Jitter PPQ5
— Jitter DDP
Jitter RAP
Jitter( %)
|

COMPLETE LINKAGE

Shimmer APQ11
Shimmer APQS

Shimmer dB

Shimmer

Shimmer DDA
Shimmer APQ3
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I1 livello a cui i cluster si aggregano € molto significativo nei dendrogrammi,
infatti vediamo che nel Single Linkage i primi cluster che si formano sono
quelli degli esami Shimmer e Jimmer, e poco piu su quelli formati dalle scale
Motor e Total. Ma come avevamo gia accennato, questo metodo non ¢ molto
efficace, poiche non crea dei gruppi netti e significativi ma unisce pian piano

tutte le variabili tra di loro.

I1 Complete Linkage invece ci offre dei cluster in piti, come per esempio
il legame con l'eta e le scale Motor e Total, ma si vede dal livello, che non e

un legame molto forte.

Prima di cambiare la distanza per vedere se i cluster cambiano e in ca-
so positivo, come cambiano, facciamo un plot delle correlazione tra alcune

variabili (vedi Figura 4.2) e notiamo che (dall’alto verso il basso):

e Shimmer APQ3 (13) e Shimmer DDA (16) sono fortemente correlati,

infatti in entrambi i linkage troviamo il cluster;

e Eta (1) e HNR (18) non sono per niente correlate, infatti otteniamo un

grafico molto sparso;

o Jitter Rap (8) e Jitter (10) avevamo visto che creavano subito un cluster

e infatti la correlazione lineare ne e la prova;

e Motor UPDRS (4) e Total UPDRS (5) sono correlati ma non fortemen-
te, infatti si vede anche nei dendrogrammi che il cluster non si forma a

livelli bassi.



46 4. Problema reale: Analisi di un Data Set sul Parkinson

o = e EL
w o o =3 8 & e B8 2 o
(& b P
I I T T T
o - il
M o
| wen]

(= * il
%
5‘_ -
G_ ol
*
E:_ —
*
*
= - 2" —
o | il AT
¥ #*
*
#*
Pa = —
n @ l 2 (X

Figura 4.2: Plot delle correlazioni
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e Usando invece ora la distanza Euclidean, otteniamo i seguenti den-
drogrammi, che non sono molto differenti dai precedenti. Quindi non

possiamo fare altre considerazioni.
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[l

COMPLETE LINKAGE

100

HMR
.qmmr:jm
Sex

DFA
40~m_cﬂDIw

_.,____Qoﬂc_uomw
Age

RPDE

HRE

Jitter ABS

NHR

Jitter PPQ5
Jitter DDP

Jitter RAP
Jitter(%)
Shimmer APQ11
Shimmer APQS
Shimmer dB
Shimmer
Shimmer DDA
Shimmer APQ3
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4.3 Metodo delle k-medie

Anche del metodo delle k-medie ne abbiamo gia parlato nell’Introduzione:
¢ un metodo gerarchico e abbiamo visto che prende in input il numero &
di clusters che vogliamo si formino. Considerando il numero che abbiamo

assegnato ad ogni variabile, nella Sezione 4.1, otteniamo:
e Con k = 3, i seguenti gruppi:

° 6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,19,20,21;
° 2.3,18;
° 1,4,5;

pero non siamo molto soddisfatti;

e Con k = 5 invece il risultato sembra soddisfacente, perche i gruppi sono
i seguenti:
°6,7,8,9,10,19,20,21;
°11,12,13,14,15,16,17;

2 (il fatto che il sesso stia in gruppo a se e significativo: la malattia

sorge indistintamente dal sesso);
T 145
° 3,18;

e Solo con k = 8, si divide anche 1’1 dal gruppo (45), cioe il fattore eta
dal gruppo dei disturbi (motor e total UPDRS).

In ogni caso, mandando piu volte il run dell’algoritmo, anche senza cambiare
k, si vede che i gruppi non sono troppo stabili.
Questa analisi e stata fatta utilizzando la distanza correlation, ma con

euclidean si ottengono piu o meno gli stessi clusters.
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4.4 Spectral Clustering

Anche per lo Spectral Clustering bisogna dare in input il numero k di
cluster che desideriamo, e scegliere la distanza da usare, in modo da poter
poi confrontare i risultati.

L’algoritmo crea la matrice delle distanze D, poi genera L = D —W e calcola
i suoi autovalori, ma non in modo ordinato. Per questo motivo li riordiniamo
in modo crescente e andiamo a calcolare la matrice di autovettori (ordinati).
A questo punto facciamo girare ’algoritmo delle k-medie, associando prima la
funzione di minimizzazione RatioCut, poi Ncut (vedi Sezione 1.5), ottenendo

cosl risultati differenti.

e Con la distanza correlation:

° Con k = 3, otteniamo:

* Con RatioCut:

* 1,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21;

*x 2;

* 3;
ed e palese che questi cluster non hanno un raggruppamento
logico.

* Plottando con NCut, otteniamo esattamente la stessa cosa.

Dunque proviamo a fare un tentativo con k un po’ piu grande.

°* Con k = 5, otteniamo gia un risultato pin soddisfacente (a parte

il primo gruppo, contenente il solo esame DFA (20), molto simile

a quello ottenuto coi precedenti metodi:

* Con RatioCut:
* 20;

* 2,3;

*x 1;

* 6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,21;
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* 4.,5;

In questo caso plottando con NCut, otteniamo un risultato
migliore, poiche questa funzione massimizza anche la simila-

rita all’interno di ogni cluster:

* 6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21;
* 4.,5;

e Con la distanza euclidean, otteniamo circa la stessa cosa.

4.5 Rappresentazione grafica con mesh

Una mesh poligonale ¢ una collezione di vertici, spigoli e facce che defi-

niscono la forma di un oggetto poliedrico nella grafica 3D.
e Un vertice ¢ la rappresentazione di una posizione nello spazio;
e Un lato ¢ una connessione tra due vertici;

e Una faccia ¢ un insieme di punti nello spazio racchiuso tra vertici e

lati.

L’insieme di queste facce puo determinare poligoni o strutture molto piu

complesse.
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Inoltre, la connettivita della mesh descrive la relazione di incidenza tra
gli elementi della mesh; mentre la geometria specifica la posizione e altre

caratteristiche geometriche di ogni vertice.

Dopo aver riordinato in modo crescente gli autovalori della matrice
L = D — W, e dopo aver costruito la matrice degli autovettori (con auto-
valori ordinati), facciamo girare sui suoi elementi 1’algoritmo delle k-medie
con k =5 e distanza correlation (come negli esempi precedenti). Al termi-
ne riordiniamo i risultati ottenuti nella matrice W e facciamo una mesh su
di essa, generando cosl una superficie con griglia colorata (vedi Figura 4.3),

oppure applicando surf una superficie colorata (vedi Figura 4.4).

Quello che notiamo e 'evidente compattamento a blocchi, con diversi
colori ma soprattutto diverse forme geometriche, che evidenzia i vari cluster

che si sono formati.

Figura 4.3: Mesh senza colori
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Figura 4.4: Mesh colorato (surf)
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Conclusioni

L’obiettivo di questa tesi ¢ stato quello di analizzare nel dettaglio un in-
sieme di tecniche di analisi dei dati, volte alla selezione e al raggruppamento
di elementi omogenei, in modo che si possano facilmente interfacciare tra di
loro e fornire un utilizzo piu semplice per chi opera nel settore.

Abbiamo introdotto la trattazione dei principali metodi di clustering, giun-

gendo a queste conclusioni:

e Il clustering gerarchico (Linkage) non necessita della definizione a prio-
ri del numero di cluster, ma e oneroso dal punto di vista computazionale

e inoltre e scarsamente efficiente con grandi moli di dati;

e Il clustering non gerarchico (K-means) ¢ di immediata comprensione
ed implementazione, e relativamente efficiente, ma occorre specificare a
priori il numero di cluster k e inoltre funziona solo su valori numerici in

quanto minimizza una funzione di costo calcolando la media dei cluster;

e Anche nello Spectral Clustering bisogna specificare a priori il numero
di cluster k£, ma supera alcune problematiche incontrate dagli algoritmi
partizionali: ad esempio in questo caso i punti dati di input vengono
mappati in modo non lineare in uno spazio di funzioni multidimensio-
nale. Questo perche lo Spectral Clustering lavora con gli autovalori
della matrice di similarita per eseguire la riduzione di dimensionalita
prima di raggruppare. Gli autovettori rilevanti sono quelli che corri-
spondono ai piu piccoli autovalori del Laplaciano (tranne per il piu

piccolo autovalore che ¢ 0). Dopo aver eseguito la riduzione, possiamo

95
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rilassare il problema ed applicare ’algoritmo di k-medie. Abbiamo vi-
sto dunque quanto e importante effettuare un ottimo partizionamento
del grafo, e che la qualita del taglio e confermata dal fatto che il se-
condo autovettore (e quelli a seguire) sia costante a tratti, dove i tratti
conformi rendano i cluster, nello spazio a dimensionalita ridotta, ben

distinguibili.
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