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IntroduzioneSappiamo 
he ogni funzione intera puo essere approssimata uniforme-mente sui 
ompatti di C 
on una su

essione di polinomi: basta s
egliere ipolinomi di Taylor della funzione.Non è tuttavia possibile approssimare le funzioni f(z) = 1z , g(z) = e 1z 
onpolinomi o 
on funzioni intere uniformemente sui 
ompatti del piano bu
atoC n 0.Infatti supponiamo 
he una tale su

essione ffng esista e 
onsideriamo la
ir
onferenza S unitaria di 
entro l' origine. Poi
hè le 1-forme di�erenzialifn(z) dz sono esatte su C n 0 valeZS fn(z) dz = 0 8n 2 NQuesto 
ontraddi
e il fatto 
he si dovrebbe avere:limn!1ZS fn(z) dz = ZS 1z dz = 2�iÉ d'altra parte vero 
he non solo per la funzione f(z), ma an
he per g(z) sap-piamo 
he questa è limite uniforme sui 
ompatti di una su
essione di funzionirazionali 
on polo in 0 (si ri
orre sempli
emente ai loro sviluppi di Laurent).É evidente 
he il problema di stabilire quando una funzione olomorfa suun dominio 
omplesso D possa essere approssimata uniformemente sui 
om-patti di un aperto A da polinomi o da funzioni razionali 
on poli fuori daA è importante in quanto l'esistenza di tali approssimazioni può 
omportarel'estensione alle funzioni olomorfe su D di proprietà valide per i polinomi oper le funzioni razionali quando esse sono invarianti rispetto a limiti funzion-ali uniformi sui 
ompatti.Inoltre può essere an
he importante per le appli
azioni stabilire degli algo-ritmi o per lo meno dei metodi per determinare le funzioni approssimanti in
asi ragionevoli. 2



3A questo genere di problemi dedi
ò molto studio Carl Runge (1856-1927),un matemati
o tedes
o 
onsiderato uno dei fondatori dell'Analisi Numeri
ain Germania ed assai stimato an
he 
ome �si
o (vedi Appendi
e).I lavori di Runge seppero dare risposte de�nitive ai primi problemi fonda-mentali su queste questioni di approssimazione.Diamo ora al
une de�nizioni 
he risulteranno fondamentali in seguito.Chiameremo regione di Runge ogni aperto 
omplesso D tale 
he le funzioniolomorfe su D siano tutte approssimabili uniformemente sui 
ompatti di Dtramite polinomi. Diremo 
he una 
oppia (D;A) di aperti di C 
on A � Dè una 
oppia di Runge quando ogni funzione olomorfa su A può essere ap-prossimata uniformemente sui 
ompatti di A da una su

essione di restrizioniad A di funzioni olomorfe su D. In�ne si di
e bu
o di un aperto D una 
om-ponente 
onnessa limitata di C nD.I risultati prin
ipali a 
ui arriveremo in questa tesi sono i seguenti:Innanzitutto il Teorema 5.0.28 
he di
e in parti
olare 
he se un aperto
omplesso A non ha bu
hi allora è una regione di Runge.In realtà dimostreremo un teorema più generale da 
ui poi si ottiene questo
ome 
aso parti
olare ponendo D = C .Il teorema più generale 
he dimostreremo è il seguente:Teorema 5.0.26. Caratterizzazione topologi
a delle 
oppie di Runge.Siano A e D due aperti di C 
on A � D, allora A e D formano una 
oppiadi Runge se e solo se nello spazio D n A non 
i sono 
omponenti 
onnesse
ompatte.Il problema dell' approssimazione 
on funzioni razionali 
he prima aveva-mo intravisto si risolve 
on grande generalità. Infatti dimostreremo il teoremaseguente.Teorema 4.0.21. Teorema sull'approssimazione razionale di Runge.Sia A aperto di C tale 
he A abbia dei bu
hi e sia P � C nA un insieme 
heinterse
a ogni bu
o di A.Allora ogni funzione f 2 O(A) può essere approssimata uniformemente sui
ompatti di A tramite funzioni razionali 
on poli in P .Tutti questi risultati sono, nell' ambito della dimostrazione 
he qui forniamo,basati sul risultato seguente:Teorema 2.0.3. Teorema dello spostamento dei poli.Sia Z una 
omponente 
onnessa di C n K, 
on K 
ompatto di C , e sianoa; b 2 Z. Allora la funzione (z � a)�1 può essere approssimata uniforme-



4mente su K da polinomi in (z � b)�1.La dimostrazione, dovuta a Runge, è diretta ed è, ora, un risultato 
las-si
o.In�ne, 
ome ultima parte di questa tesi, daremo an
he delle appli
azionidei teoremi dimostrati. Soprattutto determineremo una su

essione di poli-nomi 
he 
onverge puntualmente ad una funzione non olomorfa (addiritturanon 
ontinua) e tale 
he la su

essione dei polinomi derivati 
onverge allafunzione nulla puntualmente, ma non uniformemente sui 
ompatti di C .Un' altra appli
azione 
he mostreremo è una dimostrazione di tipo 
lassi
odel teorema di Mittag - Le�er sui domini 
omplessi.Il piano della tesi è il seguente.Nel primo 
apitolo viene a�rontato il `problema di Runge sui 
ompatti'. Perogni 
ompatto K del piano 
omplesso si di
e 
he una funzione f : K ! Cè olomorfa su K se essa è la restrizione a K di una funzione olomorfa in unintorno aperto di K.Nel primo e nel se
ondo 
apitolo introdu
iamo gli strumenti fondamentalie di 
arattere `elementare' di 
ui 
i serviremo in seguito, un risultato sullequadrettature dei 
ompatti ed il già 
itato teorema sullo spostamento deipoli.Si arriva, 
osi, tra l' altro a dimostrare 
he se K è un 
ompatto del piano ed fè una funzione olomorfa su K, allora �ssato arbitrariamente un punto in ogni
omponente 
onnessa di C nK, f può essere approssimata uniformemente suK da una su

essione di funzioni razionali 
on poli nei punti prima �ssati.Nel terzo 
apitolo 
i 
on
entriamo più pre
isamente sul problema dell' ap-prossimazione polinomiale migliorando i risulati pre
edenti quando si trattidella 
omponente 
onnessa non limitata di C nK, giungendo 
osì al pi

oloteorema di Runge sull'approssimazione polinomiale:Teorema 3.0.11.Sia K 
ompatto di C e supponiamo 
he C nK sia 
onnesso, allora ogni fun-zione f 2 O(K) può essere approssimata uniformemente su K da polinomiEsaurito il dis
orso relativo alle funzioni olomorfe sui 
ompatti, a�rontiamonel 
apitolo quarto il 
aso di funzioni olomorfe su un aperto D 
omplesso erius
iamo a dimostrare il pre
edente Teorema 4.0.21.



5E' nel 
apitolo quinto 
he dimostriamo il Teorema 5.0.26. sulle 
oppiedi Runge e il Teorema 5.0.28. sulle regioni di RungeNell'ultimo 
apitolo, 
ome appli
azione della teoria (ma parti
olarmente delpi

olo teorema di Runge), de�niamo quelle su

essioni di polinomi 
onver-genti puntualmente ad una funzione dis
ontinua di 
ui già abbiamo parla-to. Una volta svolta la teoria di Runge diventa relativamente diretta ladimostrazione del teorema di Mittag- Le�er su aperti del piano.Fa

iamo in�ne al
une 
onsiderazioni. E' un risultato fondamentale os-servato �n dalla nas
ita della teoria 
he le 
aratterizzazioni delle regioni diRunge 
osì 
ome le 
aratterizzazioni delle 
oppie di Runge siano espressemediante proprietà topologi
he.Uno dei motivi per 
ui si è preferito (seguendo le linee di [Remmert℄ ) fornireuna dimostrazione 
lassi
a è 
he 
on questa si giunge a dimostrare 
on metodiabbastanza `naturali' ed in 
erti 
asi, 
on metodi 
he si prestano ad appli-
azioni 
on
rete per i 
asi più sempli
i, proprietà, in realtà, di 
arattereriposto.Sfortunatamente questi metodi sono di�
ilmente appli
abili al 
aso dellefunzioni a più variabili per 
ui si sono lentamente nel tempo stabiliti metodipiù potenti, giungendo, tra l' altro, a veri�
are 
he l' analogo naturale del
on
etto di 
oppia di Runge non è un 
on
etto topologi
o per n > 1.Solo per 
ompletezza ri
ordiamo (ma qui queste proposizioni non sono di-mostrate) 
he un dominio di C non ha bu
hi se e solo se è sempli
emnete
onnesso e 
he il numero dei bu
hi è il numero di Betti del dominio.
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Capitolo 1Approssimazioni tramite funzionirazionaliIn questo 
apitolo 
i 
hiederemo se data una funzione olomorfa su un
ompatto K è sempre possibile approssimarla uniformemente su K tramitefunzioni razionali 
on poli fuori da K e vedremo 
he la risposta è a�ermativaPer prima 
osa diamo la seguente de�nizione:De�nizione 1.1. Sia K 
ompatto di C e sia f : K ! C , si di
e 
he f èolomorfa su K se esiste un aperto U � K ed esiste una funzione g olomorfasu U tale 
he g 
oin
ide 
on f su K. In altre parole f è olomorfa su K se sipuò estendere olomor�
amente intorno a K.Indi
hiamo 
on O(K) l'insieme delle funzioni olomorfe su K.Diamo subito il seguente importante risultato:Teorema 1.0.1. Sia A aperto di C e sia K un insieme 
ompatto 
ontenu-to in A, allora esistono un numero �nito di segmenti verti
ali o orizzon-tali �1; ::::; �n in A n K tali 
he ogni funzione f olomorfa su A può essereapprossimata uniformemente su K da funzioni razionali della forma:q(z) = kXj=1 
jz � wj ; 
j 2 C ; wj 2 n[i=1 j�ij
Premettiamo alla dimostrazione del teorema la seguente osservazione edil seguente lemma: 7



8Osservazione 1. Sia A aperto di C e sia f : A ! C olomorfa. Sia poiR un rettangolo 
hiuso 
oi lati paralleli agli assi, allora 
ertamente R è un
ompatto a bordo e per il teorema di rappresentazione integrale di Cau
hyvale: f(z) = 12�i Z�R f(s)s� z ds 8z 2 �RMentre se z =2 R vale: Z�R f(s)s� z ds = 0Da 
ui otteniamo 
he:12�i Z�R f(s)s� z ds = (f(z) z 2 �R0 z =2 RLemma 1.0.2. Sia A aperto di C e sia K un insieme 
ompatto tale 
heK � A. Allora esiste un numero �nito di segmenti orizzontali o verti
ali�1; ::::; �n in A nK e tutti di lunghezza uguale tali 
he per ogni f 2 O(K) e8z 2 K: f(z) = 12�i nXv=1 Z�v f(s)s� z dsDimostrazione. De�niamo Æ = 1 nel 
aso in 
ui A = C altrimenti poniamoÆ = dist(K; �A)In ogni 
aso (poi
hè K è 
ompatto) si avrà Æ 2 R; Æ > 0.A questo punto stendiamo su C un reti
olo di quadrati 
on lati paralleli agliassi e 
on diagonale d tale 
he d < Æ.Ora poi
hè K è 
ompatto, esso interse
a solamente un numero �nito di questiquadrati del reti
olo 
he 
hiameremo Q1; :::; Qm. Si avrà allora 
ertamente
he K � Smk=1QkInoltre se 
onsideriamo un punto zk 2 Qk \ K si ha per de�nizione di Æ
he tutta la pallina B di 
entro zk e raggio Æ è 
ontenuta in A. Da 
ui nesegue 
he tutto il quadrato Qk è 
ontenuto in A, infatti se sk 2 Qk si ha 
hejsk � zkj < d < Æ.Quindi sk 2 B � A. Ripetendo il ragionamento per ogni k = 1; :::; m si ha
he ogni Qk � A e quindi m[k=1Qk � A



9Consideriamo ora i segmenti 
he 
ostituis
ono i bordi dei quadrati Qk e in-di
hiamo 
on �1; ::::; �n quei segmenti 
he non sono lati in 
omune di duequadrati diversi Qp; Qq 
on p 6= q.Mostriamo ora 
he 8v = 1; :::; n j�vj � A n K. Avremmo 
osì ottenuto uninsieme �nito di segmenti orizzontali o verti
ali di lunghezza uguale e tuttiin A nK.Chiaramente ogni �v � A. Inoltre se K interse
asse un segmento �h, alloraentrambi i quadrati del reti
olo 
he hanno quel segmento 
ome lato 
omune,non sarebbero disgiunti da K e quindi apparterrebbero all'insieme dei Qk.In altri termini esisterebbero due quadrati distintiQi e Qj 
he hanno 
ome la-to 
omune il segmento �h; 
iò però non è possibile per de�nizione di �1,...,�n;quindi ogni �v deve essere disgiunto da K.

Figura 1.1: �gura 1 I segmenti tratteggiati sono i �vOra osserviamo 
he se fa

iamo l'integrale lungo i bordi dei quadrati,poi
hè ogni lato in 
omune tra due di�erenti quadrati del reti
olo vieneper
orso due volte e in senso opposto, si ha:mXk=1 Z�Qk f(s)s� z ds = nXv=1 Z�v f(s)s� z ds 8z 2 A n m[k=1 �QkCosì per l'osservazione 1 se z 2 �Qi si ha:Z�Qi f(s)s� z ds = 2�if(z) mentre Z�Qk f(s)s� z ds = 0 8k 6= i



10Quindi sommando: f(z) = 12�i nXv=1 Z�v f(s)s� z dsSe inve
e ora z 2 K si trova sul bordo di un 
erto Qk si ha 
he z =2 j�vj8v = 1; :::; n.Così se s
egliamo una su

essione di punti zj 2 �Qk 
he tende a z si ha 
heper ogni zj vale f(zj) = 12�i nXv=1 Z�v f(s)s� zj dsDa 
ui mandando j all'in�nito poi
hè l'uguaglianza si 
onserva al limite e lafunzione a destra dell'uguale è 
ontinua nella z e z =2 j�vj si ha 
he:f(z) = 12�i nXv=1 Z�v f(s)s� z dsIn 
on
lusione la tesi vale 8z 2 K
Dimostrazione. (teorema 1.0.1)S
egliamo �1; :::; �n 
ome nel lemma pre
edente. Sappiamo 
he essi sonosegmenti verti
ali o orizzontali in A nK e sappiamo 
he se f è una funzioneolomorfa su A vale:f(z) = 12�i nXv=1 Z�v f(s)s� z ds 8z 2 KOra �ssato v = 1; :::; n, la funzione f(s)s�z nelle variabili s; z è 
ontinuasu j�vj � K, 
he è un insieme 
ompatto. Così essa è an
he uniformemente
ontinua su j�vj �K.In parti
olare 8 � > 0 9 Æv > 0 tale 
he:���� f(s)s� z � f(s0)s0 � z ���� < �L(�v)n 8 (s; s0; z) 2 j�vj � j�vj �K : js� s0j < ÆvDove abbiamo indi
ato 
on L(�v) la lunghezza del segmento �v.Ora, �ssato � > 0, possiamo dividere �v in ulteriori segmenti �1v ; :::; �rvv tutti



11di lunghezza < Æv e poi s
egliere arbitrariamente wv � 2 j��v j.A questo punto de�niamo per ogni � = 1; :::; rv
v � := Z��v �f(wv �) dsRipetiamo lo stesso dis
orso per ogni v = 1; :::; n dopodi
hè de�niamo laseguente funzione razionale 
he ha poli solo dentro l'unione di tutti i �vq(z) = nXv=1 rvX�=1 12�i 
v �z � wv �osserviamo ora 
he 8z 2 K vale:jf(z)� q(z)j = ����� 12�i nXv=1  Z�v f(s)s� z ds� rvX�=1 
v �z � wv �!����� == 12� ����� nXv=1 rvX�=1 �Z��v f(s)s� z ds� 
v �z � wv ������� < nXv=1 rvX�=1 ����Z��v f(s)s� z ds� 
v �z � wv � ����= nXv=1 rvX�=1 ����Z��v f(s)s� z ds� Z��v � f(wv �)z � wv � ds���� = nXv=1 rvX�=1 ����Z��v f(s)s� z � f(wv �)wv � � z ds����� nXv=1 rvX�=1 maxs2��v ���� f(s)s� z � f(wv �)wv � � z ���� L(��v )Adesso poi
hè s e wv � appartengono allo stesso segmento ��v si ha 
hejs� wv �j < Æv per 
ui:nXv=1 rvX�=1 maxs2��v ���� f(s)s� z � f(wv �)wv � � z ���� L(��v ) < nXv=1 rvX�=1 �L(�v)nL(��v ) =nXv=1 �n 1L(�v) rvX�=1 L(��v ) = nXv=1 �n = �In de�nitiva abbiamo visto 
he 8� > o esiste una funzione razionale q(z) 
onpoli solo dentro l'unione di tutti i �v tale 
he jf � qjK < �



12Osserviamo adesso 
he tali funzioni razionali hanno poli solamente inAnK 
ome volevamo e inoltre di 
onseguenza sono olomorfe intorno al 
om-patto K.Notiamo inoltre 
he l'insieme di segmenti �1; ::::; �n in 
ui si trovano i polidelle funzioni razionali non dipendono dalla funzione f 
he devono approssi-mare ma solamente dagli insiemi K e A.Abbiamo visto in 
on
lusione 
he su un 
ompatto di C è sempre pos-sibile approssimare uniformemente una funzione olomorfa tramite funzionirazionali 
on poli fuori dal 
ompatto.



Capitolo 2Teoremi di RungeCer
heremo ora di 
apire quando e 
ome possiamo 
ontrollare i poli diqueste funzioni razionali 
he approssimano uniformemente una 
erta funzioneolomorfa f su un 
ompatto K, ovvero quando e �no a 
he punto possiamoessere noi a s
egliere in quale insieme rin
hiudere questi poli di tali funzionirazionali.Vedremo in realtà 
he ognuno di questi poli 
he si trova in un punto a puòessere spostato in un altro punto qualsiasi della 
omponente 
onnessa Z diC n K 
he 
ontiene il punto a. Da questa asserzione otterremo il teoremadi approssimazione di Runge 
he a�erma 
he per potere rin
hiudere in uninsieme a nostra s
elta tutti i poli delle funzioni razionali 
he approssimanof su K, 
i basterà s
egliere un insieme qualunque tale 
he interse
hi tutte le
omponenti 
onnesse di C nK.

Figura 2.1. 13
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Teorema 2.0.3. Teorema dello spostamento dei poliSia Z una 
omponente 
onnessa di C n K, e siano a; b 2 Z. Allora lafunzione (z�a)�1 può essere approssimata uniformemente su K da polinomiin (z � b)�1.Premettiamo alla dimostrazione del teorema le seguenti due osservazioni:Osservazione 2. Sia Z una 
omponente 
onnessa di C n K allora Z è unaperto di C .Sappiamo infatti 
he Z è aperto e 
hiuso in C nK, ma poi
hè C nK è apertonello spazio ambiente an
he Z è aperto in COsservazione 3. Se sotto le ipotesi del teorema, si ha 
he la funzione (z�a)�1può essere approssimata uniformemente da polinomi in (z � b)�1 su K e lafunzione (z � b)�1 può essere approssimata uniformemente su K da polino-mi in (z � 
)�1, allora (z � a)�1 può essere approssimata uniformemente dapolinomi in (z � 
)�1.Infatti dalle ipotesi segue 
he esistono due su

essioni di polinomi pn e qntali 
he pn( 1z�b) 
onverge uniformemente a (z� a)�1 su K e analogamente faqn( 1z�
) a (z � b)�1Poniamo Æ = inffjz � bj = z 2 Kg, si ha allora 
he 8z 2 K 1z�b 2 B(0; Æ�1)Inoltre poi
hè qn( 1z�
) 
onverge uniformemente su K a 1z�b possiamo supporre
he 8n 2 N ; 8 z 2 K qn( 1z�
) 2 B(0; 2 Æ�1) =: T 
he è un insieme 
ompatto.Sia allora n 2 N arbitrario.Sappiamo 
he esiste mn 2 N tale 
he jpmn( 1z�b)� 1z�a j < 1n 8 z 2 KOra poi
hè pmn è un polinomio, esso è uniformemente 
ontinuo su T ,esiste quindi Æ > 0 tale 
hejpmn(v)� pmn(w)j < 1n tutte le volte 
he v; w 2 T e jv � wj < Æ.Inoltre esiste an
he kn 2 N tale 
he jqkn( 1z�
)� 1z�b j < Æ 8 z 2 KAllora: ����pmn � 1z � b�� pmn �qkn � 1z � 
������ < 1n 8 z 2 Kin quanto j 1z�b � qkn( 1z�
)j < Æ e 1z�b ; qkn( 1z�
) 2 T 8 z 2 K.



15Poniamo allora per ogni n 2 N hn( 1z�
) = pmn �qkn � 1z�
��Allora 
hiaramente hn è un polinomio in (z � 
)�1 
he 
onverge uniforme-mente su K alla funzione (z � a)�1, infatti:����hn� 1z � 
�� 1z � a ���� � ����hn� 1z � 
�� pmn � 1z � b�����+����pmn � 1z � b�� 1z � a ����< ����pmn �qkn � 1z � 
��� pmn � 1z � b����� + 1n < 2n 8 z 2 K.Dimostrazione. (Teorema dello spostamento dei poli).Sia V = nb 2 Z. 1z�a pu�o essere approssimato uniformemente su Kda polinomi in 1z�boPer dimostrare il teorema 
i basta mostrare 
he V = Z, e per mostrarequesto, essendo Z 
onnesso 
i basta vedere 
he V è non vuoto, aperto e 
hiu-so in Z.Ora 
ertamente a 2 V quindi V 6= ;V è aperto infatti:Sia 
 2 V , allora poi
hè V � Z e Z è aperto in C esiste Æ > 0 tale 
heB(
; Æ) � Z mostriamo 
he B(
; Æ) � V .Sia d 2 B(
; Æ) per mostrare 
he d 2 V 
i basta mostrare per l'osservazione 3
he esiste una su

essione di polinomi in (z� d)�1 
he approssima uniforme-mente su K 1z�
 .Consideriamo allora la seguente serie:1Xk=0 1z � d � 
� dz � d�kEssa 
onverge uniformemente su K a 1z�
 in quanto j
 � dj < Æ mentre perogni z 2 K vale jz � dj � Æ. Così al variare di n 2 N tron
ando la serieall'ennesimo termine si ottiene una su

essione di polinomi in (z � d)�1 
he
onverge uniformemente su K a 1z�
 .Di 
onseguenza V è aperto in C e quindi in Z.Per mostrare 
he V è 
hiuso fa

iamo vedere 
he il suo 
omplementare in Zè aperto.



16Sia w 2 Z n V ; poi
hè Z è aperto esiste un Æ > 0 tale 
he B(w; Æ) � Zmostriamo 
he B(w; Æ) � Z n V , ne seguirà 
he Z n V è aperto in C e di
onseguenza è aperto in Z da 
ui ne viene 
he V è 
hiuso in Z.Sia allora d 2 B(w; Æ) ragionando 
ome sopra possiamo 
ostruire una seriedi potenze in (z � w)�1 e quindi una su

essione di polinomi in (z � w)�1
he 
onverge uniformemente su K a (z � d)�1; da questo e dall'osservazione3 segue 
he se esistesse una su

essione di polinomi in (z � d)�1 
he 
on-vergesse uniformemente a (z � a)�1 allora esisterebbe an
he una su

essionedi polinomi in (z�w)�1 
he 
onvergerebbe uniformemente a (z�a)�1, il 
hèsarebbe assurdo. Quindi d 2 Z n V .Proposizione 2.0.4. Sia K 
ompatto di C , sia f olomorfa su K e sianoZ1; Z2; :::; Zm le 
omponenti 
onnesse di C nK.Per ogni i = 1; :::; m sia zi un punto ad arbitrio della 
omponente Zi.Allora f può essere approssimata uniformemente su K da funzioni razionali
he hanno poli solamente nell'insieme fz1; z2; :::; zmgDimostrazione. .Sia � > 0; per il teorema 1.0.1 sappiamo 
he esiste una funzione razionaleq(z) = kXj=1 
jz � wj w1; :::; wk 2 n[v=1 j�vjtale 
he jf � qjK < �2 .Ora per ogni j = 1; :::; k 
ertamente si ha 
he wj 2 Zrj 
on rj opportunodipendente da j, 1 � rj � m. Allora per il teorema dello spostamento deipoli sappiamo 
he esiste un polinomio pj in (z � zrj )�1 tale 
he���� 
jz � wj � pj � 1z � zrj ����� < �2k 8z 2 KA questo punto poniamo p (z) := kXj=1 pj � 1z � zrj �Allora si ha 
he p è una funzione razionale 
on poli solamente in fz1; z2; :::; zmge vale:jf � pjK � jf � qjK + jq � pjK � �2 + kXj=1 ���� 
jz � wj � pj � 1z � zrj �����K � �



17De�nizione 2.1. Sia P � C ; indi
hiamo 
on C P [z℄ l'insieme delle funzionirazionali i 
ui poli stanno tutti dentro l'insieme P ..Dalla proposizione pre
edente segue immediatamente il teorema di Runge:Teorema 2.0.5. Teorema di Runge.Sia P � C n K tale 
he interse
hi tutte le 
omponenti 
onnesse di C n K ;allora ogni funzione f 2 O(K) può essere approssimata uniformemente suK da funzioni in C P [z℄Dimostrazione. .Sia f olomorfa su K e siano Z1; :::; Zp le 
omponenti 
onnesse di C n K ,poi
hè P le interse
a tutte, per ogni j = 1; :::; p esiste zj 2 Zj \ P . Quindiper la proposizione 2.0.4 f può essere approssimata uniformemente su Kda funzioni razionali 
he hanno tutti poli nell'insieme fz1; :::; zpg e quindi
ontenuti nell' insieme PCorollario 2.0.6. Sia A aperto di C e sia K � A, K 
ompatto; allora seogni 
omponente 
onnessa di C nK interse
a l'insieme C n A, ogni funzionef 2 O(K) può essere approssimata uniformemente su K da funzioni razionali
he sono olomorfe su ADimostrazione. .Consideriamo l'insieme P = C n A, allora P interse
a tutte le 
omponenti
onnesse di C nK per ipotesi e quindi per il teorema di Runge ogni funzioneolomorfa su K può essere approssimata uniformemente da funzioni razionali
he hanno poli 
ontenuti in P , ovvero 
he hanno poli fuori dall'insieme A eper
iò tali funzioni razionali sono olomorfe sull'aperto AAbbiamo quindi visto 
he ogni polo delle funzioni razionali 
he approssi-mano una data funzione f può essere spostato in un qualsiasi altro puntodella stessa 
omponente 
onnessa del 
omplememtare del 
ompatto K.Inoltre possiamo an
he ri
hiedere 
he tali funzioni razionali siano olomorfesu un aperto 
ontenete K sotto la 
ondizione 
he il suo 
omplementare in-terse
hi tutte le 
omponenti 
onnesse del 
omplementare di K.



18Vediamo ora 
he possiamo invertire il teorema di Runge e il 
orollario2.0.6 ri
hiedendo però 
he non tutte le 
omponenti 
onnesse di C nK venganointerse
ate rispettivamente da P e da C n A, ma solo quelle limitate.Dimostriamo prima il seguente lemma 
he utilizzeremo poi:Lemma 2.0.7. Sia Z 
omponente 
onnessa di C nK allora �Z � KDimostrazione. .Per assurdo supponiamo esista 
 2 �Z tale 
he 
 =2 K. Allora si avrà 
he
 2 C n K; quindi esiste un dis
o D 
entrato in 
 e di raggio r tale 
heD � C nK. Ora per la de�nizione di �Z si ha 
he D\Z 6= ;. Per 
ui, poi
hèD è 
onnesso e Z è una 
omponente 
onnessa di C n K, si ha 
he D � Z
ontraddi
endo l'ipotesi 
he 
 2 �Z. Assurdo.Proposizione 2.0.8. Sia K 
ompatto 
ontenuto in A aperto di C e suppo-niamo 
he ogni funzione in O(K) può essere approssimata uniformementesu K da funzioni razionali senza poli in A; allora C n A interse
a ogni
omponente 
onnessa limitata di C nK

Figura 2.2: L'uni
a 
omponente limitata di C nK è interse
ata da C n ADimostrazione. .Per dimostrare la tesi mostriamo 
he se esiste una 
omponente limitata diC nK disgiunta da C n A allora non si può approssimare uniformemente suK ogni funzione 2 O(K) tramite funzioni razionali senza poli in A.Sia allora Z una 
omponente limitata di C n K disgiunta da C n A, alloraZ � A nK. A questo punto 
onsideriamo la funzione 1z�a 
on a 2 Z; poi
hèa =2 K essa è olomorfa su K.Poniamo Æ = maxfjz� aj = z 2 Kg = jz� ajK, e osserviamo 
he, poi
hè K è
ompatto allora 0 < Æ <1.



19Se ora tale funzione potesse essere approssimata uniformemente su K tramitefunzioni razionali e senza poli in A, si avrebbe 
he esisterebbe g(z) olomorfasu A tale 
he:j(z � a)�1 � g(z)jK < Æ�1 da 
uij1� (z � a) g(z)jK < 1.Ora per il lemma pre
edente e per il prin
ipio del massimo per gli apertilimitati si ha 
he j1� (z � a) g(z)jZ < 1.Il 
hè è assurdo per essendo a 2 Z. In de�nitiva abbiamo visto 
he tale fun-zione non può essere approssimata in modo uniforme su K tramite funzionirazionali senza poli in A e da questo segue la tesi della proposizione.Proposizione 2.0.9. Sia K 
ompatto di C e sia P � C n K tale 
he ognifunzione 2 O(K) può essere approssimata uniformemente su K da funzioniin C p [z℄, allora P interse
a tutte le 
omponenti 
onnesse limitate di C nK.Dimostrazione. .Per il teorema dello spostamento dei poli possiamo supporre 
he se P inter-se
a una 
omponente 
onnessa di C n K la interse
a in un punto soltanto.Per
iò non è restrittivo supporre 
he P sia un insieme di punti isolati e quindiun insieme 
hiuso.Mostriamo 
he P interse
a in almeno un punto ogni 
omponente 
onnessalimitata di C nK .Poniamo A = C n P , allora A è aperto e vale K � A. Ora osserviamo 
he seuna funzione appartiene all'insieme C p [z℄ allora essa non ha poli in A, quindiper la proposizione pre
edente ogni 
omponente limitata di C nK interse
aC n A = P



Capitolo 3Approssimazioni tramite polinomiAbbiamo visto nei pre
edenti 
apitoli 
he possiamo sempre approssi-mare uniformemente una funzione olomorfa su un 
ompatto tramite funzionirazionali e an
he in 
he modo e �no a 
he punto possiamo 
ontrollare i polidi tali funzioni razionali; in questo 
apitolo inve
e 
er
heremo di fare taliapprossimazioni non più tramite funzioni razionali ma addirittura tramitepolinomi.Può essere 
onveniente vedere un polinomio 
ome una funzione razionale 
heha poli all'in�nito, in questo 
aso il problema diventa equivalente a quello dispostare all'in�nito i poli delle funzioni razionali 
he sappiamo 
he approssi-mano la nostra funzione sul 
ompatto.Ora ri
ordando il teorema di spostamento dei poli, sappiamo 
he se unafunzione razionale ha un polo 
he si trova su una 
omponente 
onnessa diC n K allora è possibile spostare quel punto di polo in un altro qualsiasipunto 
he stia nella stessa 
omponente. Quindi se noi supponiamo 
he tale
omponente sia illimata viene intuitivo pensare di poter spostare il polo �noall'in�nito. Vedremo qui di seguito nella prima proposizione del 
apitolo 
hee�ettivamente 
iò è formalmente possibile.Osservazione 4. Osserviamo prima di andare avanti 
he esiste sempre unaed una sola 
omponente 
onnessa illimitata di C nK.Esistenza:Poi
hè K è limitato esiste 
ertamente un dis
o D 
entrato nell'origine e diraggio r tale 
he K � D.Allora 
ertamente C nD è un insieme 
onnesso ed è 
ontenuto in C nK, per
ui esiste una 
omponente 
onnessa di C n K 
ontenente C n D, il quale èillimitato e quindi an
he tale 
omponente sarà illimitata.Uni
ità:Siano Z e V due 
omponenti illimitate di C nK mostriamo 
he Z = V .Chiaramente essendo illimitati e K 
ompatto esiste una 
urva 
ontinua 
he20
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ollega Z e V senza passare per K. Di 
onseguenza Z e V sono due insiemi
onnessi e non disgiunti; 
osì la loro unione è an
ora un insieme 
onnesso,ma essendo Z e V 
omponenti 
onnesse di C nK ne segue 
he Z = VProposizione 3.0.10. Sia K 
ompatto di C , sia Z la 
omponente 
onnessaillimitata di C nK e sia a 2 Z.Allora è possibile approssimare la funzione 1z�a in modo uniforme su Ktramite polinomi.Dimostrazione. .Poi
hè K è limitato e Z è illimato 
ertamente esiste w 2 Z tale 
heB(0; jwj) � K. Per quanto già visto nel teorema dello spostamento dei polisappiamo 
he 1z�a può essere approssimata uniformemente su K da polinomiin 1z�w . Ora però tutte le funzioni del tipo (z � w)�n sono olomorfe suB(0; jwj) e di 
onseguenza possono essere approssimate uniformemente su Kdal loro sviluppo di Taylor. Di 
onseguenza, sempre per l'osservazione 3, suK si può approssimare uniformemente la funzione 1z�a tramite polinomi.Da questa proposizione segue immediatamente il risultato 
entrale diquesto 
apitolo:il pi

olo teorema di Runge sull'approssimazione polinomialeTeorema 3.0.11. .Sia K 
ompatto di C e supponiamo 
he C n K sia 
onnesso, allora og-ni funzione f 2 O(K) può essere approssimata uniformemente su K dapolinomiDimostrazione. .Sappiamo 
he ogni funzione olomorfa su K può essere approssimata dafunzioni razionali del tipo: kXj=1 
jz � wj
on w1; :::; wk appartenenti alla stessa 
omponente 
onnessa C n K 
he 
er-tamente è illimitata. Per
iò per la proposizione pre
edente, ogni espressionedel tipo 
jz�wj può essere approssimata tramite polinomi; in 
on
lusioneogni funzione 2 O(K) può essere approssimata uniformemente su K tramitepolinomi..Da questo teorema seguono varie osservazioni:



22Osservazione 5. Nel teorema dello spostamento dei poli è ne
essaria l'ipotesi
he a e b si trovino nella stessa 
omponente Z; infatti basta osservare ilseguente esempio:Consideriamo il 
ompatto 
 = �B(0; 1), e siano a = 0 e b = 2, allora a e bnon appartengono alla stessa 
omponente 
onnessa di C n 
 e la funzione 1znon può essere approssimata uniformemente su 
 tramite polinomi in 1z�2 .Infatti per quanto visto prima 1z�2 può essere approssimata uniformementesu B(0; 1) e quindi su 
 tramite polinomi, da 
ui seguirebbe 
he an
he lafunzione 1z si possa approssimare tramite polinomi il 
hè non è possibile
ome avevamo visto nell'introduzione..Andremo ora a ra�orzare la tesi della proposizione 2.0.4 togliendo dal-l'insieme fz1; z2; :::; zmg gli elementi appartenenti alle 
omponenti 
onnesseillimitate di C nK.Proposizione 3.0.12. Sia K 
ompatto di C , sia f olomorfa su K e sianoZ1; Z2; :::; Zm�1 le 
omponenti 
onnesse limitate di C nK.Per ogni i = 1; :::; m� 1 sia zi un punto ad arbitrio della 
omponente Zi.Allora f può essere approssimata uniformemente su K da funzioni razionali
he hanno poli solamente nell'insieme fz1; z2; :::; zm�1gDimostrazione. .Sia 
ome nella proposizione 2.0.4 � > 0 �ssato ad arbitrio eq(z) = kXj=1 
jz � wj w1; :::; wk 2 n[v=1 j�vjtale 
he jf � qjK < �2 .Allora per ogni j tale 
he wj appartiene a una 
omponente limitata si ra-giona 
ome nella dimostrazione della proposizione 2.0.4 mentre per i wj 
heappartengono alla 
omponente illimitata sappiamo 
he esistono polinomi pjin z tali 
he approssimano uniformemente su K l'espressioni 
jz�wj . A questopunto basta de�nire la funzione razionale p (z) 
ome nella proposizione 2.0.4e osservare 
he essa ha poli solamente nell'insieme fz1; z2; :::; zm�1g.Possiamo quindi indebolire le ipotesi del teorema di Runge e del 
orollario2.0.6 
hiedendo rispettivamente 
he P interse
hi solo le 
omponenti 
onnesselimitate di C nK o 
he solamente ogni 
omponente 
onnessa limitata di C nKinterse
hi l'insieme C n A. Pre
isiamo queste a�ermazioni nei seguenti due
orollari:
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Figura 3.1: Non serve 
he P interse
hi la 
omponente illimitata di C nKCorollario 3.0.13. Sia P � C n K tale 
he interse
hi tutte le 
omponen-ti 
onnesse limitate di C n K ; allora ogni funzione 2 O(K) può essereapprossimata uniformemente su K da funzioni in C P [z℄Dimostrazione. .Segue direttamente dalla proposizione 3.0.12Corollario 3.0.14. Sia A aperto di C e sia K � A, K 
ompatto; allora seogni 
omponente 
onnessa limitata di C nK interse
a l'insieme C n A, ognifunzione 2 O(K) può essere approssimata uniformemente su K da funzionirazionali 
he sono olomorfe su ADimostrazione. .Viene dal 
orollario 3.0.13 ponendo P = C n AAbbiamo ottenuto 
osì il seguente risultato:Teorema 3.0.15. Siano A aperto di C e K 
ompatto 
ontenuto in A, e siapoi P � C nK. Allora:1. Ogni funzione in O(K) può essere approssimata uniformemente su Kda funzioni in C P [z℄ se e solo P interse
a tutte le 
omponenti 
onnesselimitate di C nK



242. Ogni funzione in O(K) può essere approssimata uniformemente su Kda funzioni razionali senza poli in A se e solo se ogni 
omponente
onnessa limitata di C nK interse
a C n ADimostrazione. .Viene dalle proposizioni 2.0.8 e 2.0.9 e dai 
orollari 3.0.13 e 3.0.14.Abbiamo visto nel pi

olo teorema di Runge 
he se l'insieme C nK è 
on-nesso allora è possibile approssimare ogni funzione olomorfa uniformementesu K tramite polinomi, vedremo ora, 
ome 
onseguenza del teorema pre
e-dente 
he vale an
he il vi
eversa:Proposizione 3.0.16. Sia K 
ompatto di C tale 
he ogni funzione 2 O(K)può essere approssimata uniformemente su K tramite polinomi, allora C nKè 
onnessoDimostrazione. .Per il punto due del teorema 3.0.15 prendendo A = C si ha 
he se ogni fun-zione 2 O(K) può essere approssimata uniformemente su K tramite funzionirazionali senza poli, ovvero tramite polinomi, allora ogni 
omponente limita-ta di C nK deve interse
are l'insieme vuoto. Da 
iò segue 
hiaramente 
heC n K non può avere 
omponenti limitate e poi
hè sappiamo 
he C n K hauna ed una sola 
omponente illimitata, allora essa deve 
oin
idere 
on tuttoC nK, ovvero C nK è 
onnesso.



Capitolo 4Approssimazioni su insiemi apertiMentre �no ad ora 
i siamo o

upati solamente di approssimazioni suinsiemi 
ompatti, in questo 
apitolo vedremo 
osa su

ede su insiemi aperti.In parti
olare 
er
heremo di vedere 
ome diventano sugli aperti i teoremivisti pre
edentemente.Quello 
he faremo in realtà sarà una generalizzazione dei teoremi di approssi-mazione visti �n ora in quanto 
er
heremo, �ssato un insieme aperto A, diapprossimare uniformemente ogni funzione 2 O(A) su ogni 
ompatto K 
on-tenuto in A.Ri
ordiamo 
he abbiamo visto 
he se K è un 
ompatto 
ontenuto in A,possiamo approssimare ogni funzione olomorfa su K 
on funzioni razionaliolomorfe su A se ogni 
omponente 
onnessa limitata di C nK interse
a l'in-sieme C n A.Osserveremo subito nel prossimo lemma 
he possiamo sempre estendere Kad un nuovo 
ompatto H in modo 
he H sia an
ora 
ontenuto in A e tale
he ogni 
omponente 
onnessa limitata di C nH interse
hi C n A.A questo punto sappiamo 
he una funzione 2 O(A) può essere approssimatauniformemente su H e quindi su K tramite funzioni razionali 2 O(A).

25
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Figura 4.1: L'estensione di K ad H 
on le 
aratteristi
he ri
hiesteLemma 4.0.17. Sia A aperto di C , allora per ogni 
ompatto K 
ontenutoin A, esiste un 
ompatto H 
ontenente K e 
ontenuto in A tale 
he ogni
omponente 
onnessa limitata di C nH interse
a C n A.Dimostrazione. .Fissiamo K 
ompatto 
ontenuto in A.Osserviamo 
he se A = C , allora in questo 
aso possiamo s
egliere un R > 0tale 
he K � B(0; R) e a questo punto possiamo porre H = B(0; R); allora
hiaramente H è un 
ompatto 
ontenente K e 
ontenuto in A, inoltre C nHnon ha 
omponenti 
onnesse limitate; quindi possiamo assumere 
he A siadiverso da C .In questo 
aso �A 6= ; e quindi possiamo s
egliere un numero reale r tale 
he



270 < r < dist(K; �A).Sia allora M = fz 2 A= dist(z; �A) � rg; 
hiaramente vale K �M .Inoltre M è un insieme 
hiuso in quanto sappiamo 
he la funzione distanzaè 
ontinua e quindi M è la preimmagine di un insieme 
hiuso tramite unafunzione 
ontinua. Sia ora D un dis
o 
hiuso 
entrato nell'origine tale 
heK � D e de�niamo H := M \D.Osserviamo subito 
he H è 
ompatto poi
hè intersezione di 
hiusi e 
ontenutoin D 
he è limitato, inoltre H 
ontiene K poi
hè sia M 
he D lo 
ontengonomentre H è 
ontenuto in A poi
hè lo è M .Sia allora Z una 
omponente 
onnessa limitata di C nH diversa dall'insiemevuoto, mostriamo 
he Z interse
a l'insieme C n A.Per de�nizione C n H = (C nM) [ (C n D), ed inoltre C n D è 
onnesso eillimitato; da queste 
ose ne viene 
he poi
hè Z è una 
omponente 
onnessalimitata deve essere Z � C nM ; infatti se 
osì non fosse si troverebbe uninsieme 
onnesso di C nH illimitato e 
ontenente Z.Sia allora w 2 Z; se w 2 C n A, siamo a posto in quanto ne segue 
he Zinterse
a l'insieme C n A.Se inve
e w =2 C nA, allora poi
hè Z � C nM , si ha 
he w 2 (C nM)n(C nA).Osservando 
he (C nM) n (C nA) = A nM , ne viene 
he w 2 A nM ; da 
uiper de�nizione di M si ha 
he dist(w; �A) < r.Questo impli
a 
he B(w; r) \ C n A 6= ;, ovvero esiste v 2 B(w; r) tale 
hev 2 C n A; per 
on
ludere basta osservare 
he poi
hè w 2 Z allora tuttoB(w; r) � Z e quindi in parti
olare v 2 Z.In 
on
lusione abbiamo quindi visto 
he ogni 
omponente 
onnessa limitatadi C nH interse
a l'insieme C n A..Vale quindi il seguente teorema:Teorema 4.0.18. Sia A aperto di C e sia K 
ompatto 
ontenuto in A �ssato,allora ogni funzione f 2 O(A) può essere approssimata uniformemente su Ktramite funzioni razionali olomorfe su ADimostrazione. .Sia f 2 O(A) e sia K l'insieme 
ompatto 
ontenuto in A. Per il lemma 4.0.17sappiamo 
he esiste un 
ompatto H tale 
he K � H � A ed inoltre ogni
omponente 
onnessa limitata di C nH interse
a l'insieme C nA. Allora per



28il 
orollario 3.0.14 sappiamo 
he f può essere approssimata uniformementesu H, ed in parti
olare su K da funzioni razionali 
he sono olomorfe su A.Vogliamo ora trovare l'analogo del teorema di Runge visto nel se
ondo
apitolo. Per fare questo ri
ordiamo la de�nizione di bu
o di un insieme datanell'introduzione e di
iamo 
he un insieme aperto A ha dei bu
hi se esistealmeno un bu
o di A diverso dall'insieme vuoto.

Figura 4.2: Z è un bu
o dell'insieme AOsservazione 6. Se A è un aperto e Z è un bu
o di A allora Z è un insieme
ompatto. Infatti per de�nizione di bu
o di A si ha 
he Z è limitato, inoltreessendo una 
omponente 
onnessa di C n A si ha 
he Z è 
hiuso in C n A,poi
hè però A è un insieme aperto si avrà 
he Z è 
hiuso an
he in C , da 
uine segue 
he Z è 
ompatto.
Abbiamo visto nel lemma 4.0.17 
he possiamo sempre ingrandire un 
om-patto �no ad H dentro A �no a fare in modo 
he ogni 
omponente 
onnessalimitata di C nH interse
a l'insieme C nA, vediamo ora nel seguente lemma
he in realtà vale an
he 
he ogni 
omponente 
onnessa limitata di C n H
ontiene un bu
o di A; in altre parole ogni 
omponente 
onnessa e limitata



29di C nH 
ontiene una 
omponente 
onnessa limitata di C n A.

Figura 4.3.
Lemma 4.0.19. Sia A aperto di C , allora per ogni 
ompatto K 
ontenutoin A, esiste un 
ompatto H 
ontenuto in A e 
ontenente K tale 
he ogni
omponente 
onnessa limitata di C nH 
ontiene un bu
o di A



30Dimostrazione. Se l'insieme A non ha bu
hi non 
'è nulla da dimostrare, se Aha bu
hi s
egliamo H 
ome nella dimostrazione del lemma 4.0.17, dobbiamosolo dimostrare 
he ogni 
omponente 
onnessa limitata di C nH 
ontiene una
omponente 
onnessa limitata di C nA.Sia allora Z una 
omponente 
onnessa limitata di C nH, sappiamo già 
heessa interse
a l'insieme C n A; quindi esiste una 
omponente S di C n A tale
he Z \S 6= ;. Ora poi
hè C nA � C nH, si ha 
he S è un insieme 
onnessodi C n A.Da questo ne segue 
he deve essere S � Z; inoltre poi
hè Z è limitata an
heS lo sarà, quindi in 
on
lusione ogni 
omponente 
onnessa limitataZ di C nH
ontiene un bu
o di A.Possiamo ora vedere gli analoghi del pi

olo teorema di Runge sull'ap-prossimazione polinomiale e del teorema di Runge del se
ondo 
apitolo:Teorema 4.0.20. Teorema di approssimazione polinomiale di Runge.Sia A aperto di C tale 
he A non ha bu
hi, allora ogni funzione f 2 O(A)può essere approssimata uniformemente sui 
ompatti di A tramite polinomiDimostrazione. .Sia f 2 O(A) e sia K 
ompatto di A; sia poi H 
ompatto de�nito 
ome nelladimostrazione del lemma 4.0.17. Vogliamo vedere 
he C nH è 
onnesso.Abbiam visto 
he C n H ha una ed una sola 
omponente illimitata, quindiper far vedere 
he è 
onnesso 
i basterà far vedere 
he non ha 
omponenti
onnesse limitate.Supponiamo per assurdo 
he Z sia una 
omponente 
onnessa limitata di C nHnon vuota, allora per il lemma 4.0.17 esiste w 2 Z \ C n A.In parti
olare quindi w apparterrà una 
omponente 
onnessa di C n A 
he
hiameremo S. Ora però, poi
hè C n A � C nH, si avrà 
he S è un insieme
onnesso di C nH e quindi esiste Z 0 
omponente di C nH 
ontenente l'insiemeS.Ora però sia Z 
he Z 0 sono 
omponenti di C n H non disgiunte, in quanto
ontengono entrambe w, quindi per de�nizione di 
omponenti 
onnesse deveessere Z = Z 0. In parti
olare quindi si ha 
he S � Z, da 
ui ne segue 
hean
he S è limitato e quindi S è una 
omponente non vuota e limitata diC n A. In altre parole S è un bu
o di A e questo 
ontraddi
e le ipotesi.Abbiamo quindi visto 
he C nH è 
onnesso; a questo punto sappiamo già peril pi

olo teorema sull'approssimazione polinomiale 
he f può essere approssi-mata uniformemente su H, ed in parti
olare su K, tramite polinomi..



31Teorema 4.0.21. Teorema sull'approssimazione razionale di Runge.Sia A aperto di C tale 
he A abbia dei bu
hi e sia P � C nA un insieme 
heinterse
a ogni bu
o di A.Allora ogni funzione f 2 O(A) può essere approssimata uniformemente sui
ompatti di A tramite funzioni in C P [z℄Dimostrazione. .Sia f 2 O(A) e sia K 
ompatto di A; per il lemma 4.0.19 esiste un 
ompattoH 
ontenuto in A e 
ontenente K tale 
he ogni 
omponente 
onnessa limitatadi C nH 
ontiene un bu
o di A.Ovviamente ne segue 
he ogni 
omponente 
onnessa limitata di C nH inter-se
a l'insieme P .Allora 
ome 
onseguenza del teorema di Runge si ha 
he f può essere ap-prossimata uniformemente su H, e quindi in parti
olare su K, da funzioni inC P [z℄.Osservazione 7. Nelle ipotesi del teorema pre
edente in realtà basta 
he siala 
hiusura di P ad interse
are ogni bu
o di A, infatti:Sia Z una 
omponente 
onnessa limitata di C nH e sia w 2 Z \ P ; poi
hèZ è aperto in C esiste � > 0 tale 
he B(w; �) � Z; inoltre poi
hè w 2 Psappiamo 
he esiste una su

essione wn in P tale 
he wn ! w; in parti
olareesiste wn 2 P \B(w; �) � P \ Z.In 
on
lusione abbiamo visto 
he se la 
hiusura di P interse
a ogni 
ompo-nente 
onnessa limitata di C nH allora lo stesso fa l'insieme P .Con
ludiamo il 
apitolo 
on la seguente proposizione:Proposizione 4.0.22. Sia A aperto di C , allora esiste sempre un insieme Pal più numerabile tale 
he ogni funzione f 2 O(A) può essere approssimatauniformemente sui 
ompatti di A tramite funzioni in C P [z℄Dimostrazione. .Se l'insieme A non ha bu
hi per il teorema 4.0.20 basta prendere P = ;.Se inve
e A ha bu
hi vediamo per prima 
osa 
he esiste sempre un insieme
he interse
a tutti i bu
hi di A, questo insieme è il suo bordo �A.Sia infatti Z un bu
o di A, ovvero una 
omponente 
onnessa limitata di C nA,e siano a 2 Z e b 2 A; sia poi � il segmento di C 
he 
ongiunge a 
on b.Se a 2 �A, non 
'è nulla da dimostrare; supponiamo allora a =2 �A, ovveroa 2 C n A.Mostriamo 
he deve essere j �j \ �A 6= ;. L'insieme j �j \ A non è vuotoper
hè 
ontiene il punto b, inoltre è aperto in j �j poi
hè A è aperto; l'insieme



32j �j\C nA non è vuoto poi
hè 
ontiene a, inoltre è aperto in j �j poi
hè C nAè aperto. Quindi poi
hè C = A [ �C n A � [ �A, se fosse j �j \ �A = ; siavrebbe 
he j �j = (j �j \ A) [ �j �j \ C n A�, ovvero j �j si s
riverebbe 
omeunione di due aperti non vuoti disgiunti ma questo non può avvenire poi
hèj �j è 
onnesso.Quindi esiste 
 2 j �j tale 
he 
 2 �A.Se esistessero più punti appartenenti a j � \ �A indi
hiamo 
on 
 il primo inmodo 
he il tratto di segmento � 
he 
ongiunge a 
on 
 sia tutto 
ontenuto inC n A. A questo punto la restrizione del segmento j �j da a a 
 è un insieme
onnesso e non disgiunto da Z, quindi deve essere 
ontenuto in Z, da 
uisegue 
he in parti
olare 
 2 Z \ �A.Per 
on
ludere basta osservare 
he poi
hè Q � Q è un insieme numerabilee denso in C , allora in parti
olare per �A, esiste un insieme numerabile 
he
hiameremo P la 
ui 
hiusura è �A e di 
onseguenza si può appli
are ilteorema 4.0.21 ed ottenere la tesi.



Capitolo 5Coppie di RungeIl �lo 
onduttore del 
apitolo sarà 
er
are di 
apire quando due insiemiaperti A e D sono tali 
he ogni funzione olomorfa su A può essere approssi-mata uniformemente sui 
ompatti di A da funzioni olomorfe su D, dove D
ontiene A.Se questo su

ede, 
ome avevamo già visto nell'introduzione, si di
e 
he A eD formano una 
oppia di Runge.Esempio 5.1. .Il dis
o unitario 
entrato nell'origine D e C formano una 
oppia di Runge.Infatti poi
hè ogni 
ompatto di D è 
ontenuto in un opportuno dis
o 
hiuso
ontenuto in D si ha 
he ogni funzione f 2 O(D) per il pi

olo teoremadi Runge può essere approssimata uniformemente da polinomi, e quindi dafunzioni olomorfe su C , indipendentemente dalla s
elta del 
ompatto.Esempio 5.2. .Sia D� = fz 2 C = 0 < jzj < 1g, ovvero il dis
o unitario privato dell'origine;allora D� e C non sono una 
oppia di Runge.Infatti la funzione f = 1z è olomorfa su D�, mentre l'insiemeK = fz 2 C = jzj = rg, 
on 0 < r < 1, è un 
ompatto di D�, ma f non puòessere approssimata uniformemente su K da nessuna funzione olomorfa suC .Questo poi
hè la forma di�erenziale asso
iata ad una funzione intera è esattasu C , essendo lo
almente esatta su un sempli
emente 
onnesso; a questo pun-to basta ragionare 
ome visto nell'introduzione per vedere 
he una qualsiasifunzione olomorfa su C non può approssimare uniformemente su un 
er
hiola funzione 1z .Daremo ora una 
aratterizzazione topologi
a delle 
oppie di Runge.Per fare questo avremo però bisogno del seguente lemma e del teorema di33



34Sura-Bura.Lemma 5.0.23. Siano A e D due insiemi aperti di C tali 
he A � D; alloraper ogni 
ompatto K aperto in D n A, esiste un aperto V 
ontenente K, la
ui 
hiusura è un insieme 
ompatto 
ontenuto in D e tale 
he �V � A

Figura 5.1: Nel 
aso in 
ui D = C , A è tutto C tranne due dis
hi 
hiusidisgiunti e K è uno dei due dis
hi è fa
ile trovare V 
on le 
aratteristi
heri
hiesteDimostrazione. .Poniamo B = (D n A) nK in modo 
he si abbia D n A = K [ B 
on K e Bdisgiunti e B 
hiuso in D n A in quanto K è aperto in D n A.Ora poi
hè D n A è 
hiuso in D si ha 
he an
he B è 
hiuso in D. Di 
on-seguenza D nB è aperto in D è quindi in C .Così l'insieme D nB è un aperto 
ontenente K 
he è un insieme 
ompatto.Possiamo quindi ri
oprire K 
on un numero �nito di dis
hi tali 
he la loro



35
hiusura sia an
ora 
ontenuta in D nB.Sia allora V l'unione di questi dis
hi e mostriamo 
he V possiede le proprietàri
hieste. Certamente V è aperto e 
ontiene K; inoltre la 
hiusura di V è perde�nizione un insieme 
hiuso, limitato e 
ontenuto in D n B. In parti
olarela 
hiusura di V è un 
ompatto 
ontenuto in D.In�ne si ha 
he poi
hè V \ B = ;, in parti
olare �V \ B = ;. Ma poi
hèK � V an
he �V \K = ; per
iò �V \D n A = ;. Ma �V � D quindi deveessere �V � ATeorema 5.0.24. Teorema di Sura-Bura.Sia X uno spazio topologi
o di Hausdor� e lo
almente 
ompatto, allora ogni
omponente 
onnessa 
ompatta A di X ha una base di intorni 
ostituita dainsiemi 
ompatti 
he sono aperti in XDimostrazione. .Mostriamo prima il teorema nel 
aso parti
olare in 
ui X sia 
ompatto.Sia A una 
omponente 
onnessa 
ompatta diX, indi
hiamo 
onH la famigliadi tutti gli insiemi 
ompatti F aperti in X e 
ontenenti A.Osserviamo 
he in parti
olare X 2 H. Indi
hiamo 
on B l'intersezione ditutti gli insiemi F 2 H; allora B è 
ompatto e 
ontiene A.Per dimostrare il teorema 
i basta allora mostrare 
he A = B e 
he ogniinsieme aperto di X 
he 
ontiene B 
ontiene an
he un elemento di H.Sia allora U un aperto di X 
ontenente B, 
ertamente si ha 
he(X n U) \ \F2HF! = ;Ora, poi
hè X è 
ompatto e U aperto, X n U è an
ora 
ompatto e quindiesistono F1; :::; Fp 2 H tali 
he(X n U) \ p\j=1Fj! = ;In 
on
lusione si ha 
he Tpj=1 Fj 2 H ed è 
ontenuta in U .Mostriamo in�ne 
he A = B. Poi
hè A è una 
omponente 
onnessa e B
ontiene A basterà mostrare 
he B è 
onnesso.Sia allora B = B1[B2 
on B1 e B2 
hiusi di X disgiunti; mostriamo 
he unodei due insiemi deve essere vuoto.Poi
hè A = (A \ B1) [ (A \ B2) e A è 
onnesso deve essere A = (A \ B1)oppure A = (A \ B2). Supponiamo 
he si veri�
hi la prima eventualità e



36quindi A � B1. Ora osserviamo 
he per de�nizione sia B1 
he B2 sono in-siemi 
ompatti e quindi, essendo disgiunti ed essendo lo spazio di Hausdor�,esistono due insiemi V1 e V2 aperti disgiunti di X tali 
he B1 � V1 e B2 � V2.Ora 
ertamente B � (V1 [ V2), quindi per quanto visto sopra esiste un in-sieme F 2 H tale 
he B � F � (V1 [ V2).Vale allora 
he F \ (X n V2) = F \ V1, e indi
hiamo tale insieme 
on W .Poi
hè sia F 
he X n V2 sono insiemi 
ompatti si ha 
he W è 
ompatto;inoltre poi
hè sia F 
he V1 sono aperti di X si ha 
he an
he W è un apertodi X; in�ne poi
hè A � B � F e A � B1 � V1 si ha 
he A � W . QuindiW 2 H e di 
onseguenza B � W � V1.Da 
iò, e dal fatto 
he V1 e V2 sono disgiunti, ne segue 
he B \ V2 = ; equindi in parti
olare B2 = ;. In 
on
lusione deve essere A = B e da 
iòsegue l'asserto.Mostriamo ora il teorema nel 
aso generale.Sia U un aperto di X 
ontenente A; poi
hè X è lo
almente 
ompatto e A è
ompatto esiste un insieme V aperto in X, 
ontenente A e la 
ui 
hiusura èun 
ompatto 
ontenuto in U .Inoltre 
ertamente A è an
he una 
omponente 
onnessa di V . Allora, poi
hèV è uno spazio topologi
o 
ompatto di 
ui A ne è una 
omponente 
onnessa
ompatta e poi
hè V è un aperto di V 
ontenente A, per quanto già dimostra-to esiste un insieme B 
ompatto e aperto in V tale 
he A � B � V . Cosìpoi
hè B è aperto in V , è aperto an
he in V e di 
onseguenza è aperto in X.In 
on
lusione B è un aperto di X, 
ompatto e tale 
he A � B � U .Corollario 5.0.25. Uno spazio topologi
o X di Hausdor� e lo
almente 
om-patto possiede delle 
omponenti 
onnesse 
ompatte se e solo se esistono in-siemi non vuoti 
ompatti e aperti in XDimostrazione. .Supponiamo 
he esista Z 
omponente 
onnessa 
ompatta di X, allora per ilteorema di Sura-Bura Z possiede una base di intorni 
ostituita da insiemi
ompatti e aperti in X. In parti
olare quindi esiste almeno un insieme 
om-patto e aperto di X 
he 
ontiene Z e quindi è diverso dal vuoto.Vi
eversa supponiamo 
he esista un insieme A non vuoto 
he è 
ompatto eaperto in X. Essendo 
ompatto, A è 
hiuso in X poi
hè quest'ultimo è unospazio topologi
o di Hausdor�. Allora A è un insieme 
he è sia aperto 
he
hiuso in X e quindi deve essere unione di 
omponenti 
onnesse di X. SiaZ una di queste 
omponenti 
onnesse di X; si ha allora 
he Z è un insieme
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hiuso in X e quindi 
hiuso in A essendo
i 
ontenuto, inoltre A 
he è 
om-patto; da 
iò segue 
he an
he Z è un insieme 
ompatto e quindi Z è una
omponente 
onnessa 
ompatta di XTeorema 5.0.26. Caratterizzazione topologi
a delle 
oppie di Runge.Siano A e D due aperti di C 
on A � D, allora A e D formano una 
oppiadi Runge se e solo se nello spazio D n A non 
i sono 
omponenti 
onnesse
ompatte.Dimostreremo questo teorema in un 
aso an
or più generale, vale infattiil seguente teorema:Teorema 5.0.27. Siano A e D due aperti di C 
on A � D, le seguentia�ermazioni sono equiva-lenti:1. A, D sono una 
oppia di Runge2. Nello spazio D n A non 
i sono insiemi non vuoti 
ompatti e aperti3. Nello spazio D n A non 
i sono 
omponenti 
onnesse 
ompatte4. Ogni funzione f 2 O(A) può essere approssimata uniformemente sui
ompatti di A da funzioni razionali senza poli in DDimostrazione. .1) ) 2) Sia K un sottinsieme di D n A 
ompatto e aperto, vogliamomostrare 
he K = ;. Per il lemma 5.0.23 sappiamo 
he esiste un insiemeaperto V 
ontenente K, la 
ui 
hiusura è un insieme 
ompatto 
ontenuto inD e tale 
he �V � A.Supponiamo ora per assurdo 
he esista un punto k 2 K; allora la funzione(z � k)�1 2 O(A); a questo punto, poi
hè �V è un insieme 
ompatto 
on-tenuto in A sappiamo 
he esiste una su

essione di funzioni gn 2 O(D) tali
he: limn!1 ���(z � k)�1 � gn(z)����V = 0Da questo segue 
he: limn!1 ���1� (z � k) gn(z)����V = 0Ora, poi
hè V è un insieme limitato, per il prin
ipio del massimo si ha 
he:limn!1 ���1� (z � k) gn(z)���V = 0



38Ma 
iò è impossibile essendo k 2 K � V . Così deve essere K = ;2)) 3) Direttamente dal 
orollario 5.0.253) ) 4) Osserviamo innanzitutto 
he se l'insieme A ha dei bu
hi alloral'insieme C nD interse
a ogni bu
o di A. Infatti se esistesse Z 
omponente
onnessa e limitata di C nA disgiunta da C nD si avrebbe 
he Z è un insieme
ompatto e Z � DnA. Di 
onseguenza, poi
hè DnA � C nA, si avrebbe 
heZ è una 
omponente 
onnessa 
ompatta di D n A 
ontrariamente a quantoavevamo supposto.Così C nD è un insieme 
ontenuto in C nA e tale 
he interse
a tutti i bu
hidi A, allora dal teorema 4.0.21 
on P = C nD segue l'asserto.Se inve
e l'insieme A non ha bu
hi per il teorema 4.0.20 ogni funzionef 2 O(A) può essere approssimata uniformemente sui 
ompatti di A tramitepolinomi e quindi in parti
olare tramite funzioni razionali senza poli in D4) ) 1) Ovvia poi
hè le funzioni razionali senza poli in D sono funzioniolomorfe su DNel 
aso parti
olare in 
ui un aperto A formi 
on C una 
oppia di Runge,ovvero A è una regione di Runge, vale il seguente teorema 
ome 
aso parti-
olare di quello pre
edente.Teorema 5.0.28. Caratterizzazione topologi
a delle regioni di Runge.Le seguenti a�ermazioni riguardo a un aperto A � C sono equivalenti:1. A è una regione di Runge2. Non 
i sono insiemi aperti e 
ompatti 6= ; nello spazio C n A3. A non ha bu
hiDimostrazione. .1)) 2) è l'impli
azione 1)) 2) del teorema 5.0.27 
on D = C2) ) 3) è l'impli
azione 2) ) 3) del teorema 5.0.27 
on D = C , ri
or-dando 
he i bu
hi di A sono sempre 
omponenti 
onnesse 
ompatte di C nA3)) 1) è l'impli
azione 3)) 1) del teorema 5.0.27 
on D = C



Capitolo 6Appli
azioni dei teoremi di RungeIn questo 
apitolo mostreremo varie appli
azioni e utilizzi 
he sono statifatti dei teoremi di Runge e di altri teoremi visti nei pre
edenti 
apitoli.Partiamo dalla seguenti sempli
i 
onseguenze del pi

olo teorema di Runge.Proposizione 6.0.29. Sia E il dis
o unitario di C 
entrato nell'origine, esia K un 
ompatto 
ontenuto strettamente in � E ; allora esiste un polinomioP tale 
he P (0) = 1 e jP jK < 1Dimostrazione. .Poi
hè K 6= � E , allora C n K è 
onnesso; infatti sappiamo 
he sia E 
heC n E sono 
onnessi per ar
hi ed inoltre possiamo s
egliere un segmento nonpassante per K 
he 
ollega il 
entro del dis
o 
on un punto esterno a questo;
osì si ha 
he C nK è 
onnesso per ar
hi e quindi 
onnesso.Sappiamo 
osì 
he per il pi

olo teorema di Runge esiste un polinomio eP tale
he ��� eP + 1z ���K < 1 in quanto la funzione 1z è olomorfa su K.Così ponendo P = 1 + z eP si ottiene un polinomio tale 
he P (0) = 1 ejP jK < 1Osserviamo inoltre 
he l'ipotesi 
he K sia diverso da � E è fondamentalein quanto ogni polinomio non 
ostante tale 
he P (0) = 1 deve assumere sulbordo al
uni valori in modulo strettamente maggiori di 1 per il prin
ipio delmassimo in aperti limitati.Proposizione 6.0.30. Sia E il dis
o unitario di C 
entrato nell'origine, esia K un 
ompatto 
ontenuto strettamente in � E ; allora esistono un intornoaperto U di K e una funzione Q(z) = b0 + b1z + ::: + bk�1zk�1 + 1zk , 
on k � 1,tale 
he jQjU < 1 39



40Dimostrazione. .Per quanto visto nella proposizione pre
edente sappiamo 
he esiste un poli-nomio P (z) = 1 + a1z + :::+ akzk tale 
he jP jK < 1.Poniamo allora Q(z) = P (z)=zk, 
osì su K, essendo jzj � 1, 
ontinua avalere jQjK < 1; inoltre per 
ontinuità esiste un intorno aperto U di K in 
ui
ontinua a valere jQjU < 1Proposizione 6.0.31. Siano A1; :::; Ak; B1; :::; Bl insiemi 
ompatti di C e adue a due disgiunti; supponiamo inoltre 
he C n (A1 [ ::: [ Bl) sia 
onnessoe siano u1; :::; uk; v1; :::; vl funzioni olomorfe su C .Allora per ogni due numeri reali positivi � e M esiste un polinomio p tale 
hej uj + p jAj � � ; 1 � j � k emin f j vi(z) + p(z) j = z 2 Bi g �M ; 1 � i � lDimostrazione. .Sia K := A1 [ ::: [ Bl . Per ipotesi C nK è 
onnesso ed inoltre essendo gliinsiemi 
hiusi e a due a due disgiunti, la funzione h de�nita 
ome uj sugli Aje 
ome vi �M � � sui Bi è olomorfa su K.Così per il pi

olo teorema di Runge esiste un polinomio p tale 
hejh+ p jK � �. In parti
olare per 1 � j � k si ha juj + p jAj � �.Inoltre, poi
hè vi + p = M + �+ h+ p su Bi , si ha 
he per ogni z 2 Bi 
on1 � i � l vale: jvi(z) + p(z) j �M + �� jh(z) + p(z) j �MSappiamo 
he se una su

essione di funzioni olomorfe su un aperto A
onverge uniformemente sui 
ompatti di A ad una 
erta funzione f alloraan
he f è una funzione olomorfa su A.Mostreremo ora 
he l'ipotesi 
he la 
onvergenza sia uniforme è fondamen-tale; infatti utilizzando an
ora il pi

olo teorema di Runge troveremo unasu

essione di polinomi, e quindi di funzioni olomorfe in C , 
he 
onvergepuntualmente in C ad una funzione non 
ontinua e quindi nean
he olomorfa.Più pre
isamente vale il seguente teorema:Teorema 6.0.32. .Sia R+ := fx 2 R : x � 0g. Esiste una su

essione di polinomi pn 
on leseguenti proprietà:1) limn!1 pn(0) = 1 ; limn!1 pn(z) = 0 8z 2 C n f0g



412) limn!1 p(k)n (z) = 0 8z 2 C e 8k � 13) ogni su

essione p(k)1 ; p(k)2 ; :::; p(k)n ; ::: 
on k 2 N, 
onverge uniformementesui 
ompatti di C n R+ , ma nessuna 
onverge uniformemente sui 
ompatti diun qualunque intorno di un qualsiasi punto di R+Per la dimostrazione del teorema risulta ne
essario il seguente lemma:Lemma 6.0.33. Sia K un 
ompatto 
ontenuto in A aperto di C , per ogniintero positivo n esiste una 
ostante Cn dipendente solo da n;K e A tale 
he:supK ��f (n)�� � Cn supA jf jDimostrazione. .Poniamo d = 12 minz2K fdist(z; �A)gPoi
hè K è un 
ompatto 
ontenuto in A e la funzione distanza è 
ontinua
ertamente si ha d > 0. Poniamo Cn = n!dn , allora �ssato arbitrariamentes 2 K si ha 
he B(s; d) � A 
osì vale:f (n)(s) = n!2�i Z�B(s;d) f(z)(z � s)n+1 dzOra poi
hè jz � sj = d per z 2 �B(s; d) si ha:jf (n)(s)j � n!2� 2�ddn+1 maxjz�s=dj jf(z)j � Cn supA jf jEssendo s arbitrario in K ne segue la tesiDimostrazione. (teorema 6.0.32).Sia Bn(0) il dis
o di C 
entrato nell'origine e di raggio n, 
on n 2 N . PoniamoIn = nz 2 Bn(0) tali 
he dist(z;R+) � 1no e Kn = 0 [ � 1n ; n� [ In.Si ha 
he l'insieme Kn è 
ompatto e C nKn è 
onnesso per ogni n 2 N .
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Figura 6.1Costruiamo ora dei rettangoli 
ompatti Rn e Sn rispettivamente attornoall'origine e all'intervallo � 1n ; n� in modo tale 
he Rn; Sn e In+1 siano a due adue disgiunti. De�niamo il seguente insieme 
ompatto Ln := Rn [Sn [ In+1;Ln è allora un intorno di Kn tale 
he Kn � �Ln. L'insieme C nLn è 
onnesso.

Figura 6.2: Rn è il rettangolo azzurro e Sn è quello rossoPossiamo quindi de�nire la seguente funzione olomorfa su Ln:gn(z) := 0 per z 2 Ln nRn e gn(z) := 1 per z 2 Rn.Così per il pi

olo teorema di Runge, per ogni n 2 N esiste un polinomio pntale 
he jpn � gnjLn � 1n .Ora poi
hè Kn è un 
ompatto 
ontenuto in �Ln, per il lemma pre
edente si



43ha 
he esiste una 
ostante Cn, dipendente solamente da n;Kn e Ln tale 
he:supKn ��p(k)n � g(k)n �� � Cn sup�Ln jpn � gnjInoltre, poi
hè g(k)n = 0 su �Ln, possiamo s
egliere i polinomi pn in modo 
hevalga an
he ���p(k)n ���Kn � 1n per k = 1; :::; n ; n 2 N .Così, poi
hè SKn = C , si ottengono le tesi 1) e 2).Osserviamo ora 
he per 
ostruzione, ogni su

essione p(k)n 
onverge uniforme-mente a zero sui 
ompatti di C n R, in quanto ogni 
ompatto di tale insiemeè 
ontenuto nei Kn da un 
erto n in poi.La su

essione di polinomi pn inve
e, non può 
onvergere uniformemementein nessun dis
o 
ompatto 
entrato nell'origine in quanto 
onverge a una fun-zione dis
ontinua nell'origine.Inoltre tale su

essione non può 
onvergere uniformemente in nessun dis
o
ompatto 
entrato in un punto x > 0. Infatti se a

adesse 
iò, la su

essionesarebbe uniformemente 
onvergente sul 
er
hio 
entrato nell'origine e di rag-gio x (vedi �gura 6:1). Allora per il prin
ipio del massimo la su

essionesarebbe uniformemente 
onvergente su tutto il dis
o 
entrato nell'origine edi raggio x, ma sappiamo 
he 
iò non è possibile.Abbiamo quindi visto 
he la su

essione pn non può 
onvergere uniforme-mente sui 
ompatti di un qualunque intorno di un qualsiasi punto di R+ .Per 
on
ludere la dimostrazione basta osservare 
he da sopra ne segue 
hean
he ogni su

essione p(k)n non può 
onvergere uniformemente sui 
ompattidi un qualunque intorno di un qualsiasi punto di R+ . Questo poi
hè se f 0n èuna su

essione di funzioni olomorfe 
he 
onverge uniformemente su un dis
o
ompatto di 
entro x0 ad una funzione f 0 e fn è una su

essione di primitivepuntualmente 
onvergente alla funzione f , allora la su

essione fn 
onvergean
he uniformemente sul dis
o 
ompatto ad f . Infatti 
ertamente vale:fn(z) = Z[x0 ; z℄ f 0n(s) ds + fn(x0)Così sul dis
o 
ompatto fn 
onverge uniformemente alla funzioneZ[x0 ; z℄ f 0(s) ds + f(x0) = f(z).



44Vogliamo in�ne appli
are i teoremi di Runge per dare una dimostrazioneabbastanza sempli
e (tratta da [Rudin℄) del teorema di Mittag-Le�er .Teorema 6.0.34. Teorema di Mittag-Le�er.Sia A aperto di C e sia T � A un insieme senza punti d'a

umulazione.Supponiamo 
he ad ogni punto t 2 T sia asso
iato un intero positivo nt euna funzione razionale Rt(z) = ntXj=1 at;j (z � t)�jAllora esiste una funzione f meromorfa su A, i 
ui poli sono tutti e solamentei punti di T e tale 
he in ogni punto t 2 T la sua parte prin
ipale è RtDimostrazione. .Prima di tutto 
ostruiamo una su

essione di insiemi 
ompatti di AK1 � K2 � ::: tali 
he ogni 
ompatto di A sia 
ontenuto in un opportunoKm.Per il lemma 4.0.17 possiamo supporre 
he ogni 
omponente 
onnessa limi-tata di C nKn interse
hi l'insieme C n A.Poniamo T1 = T \K1 e per ogni n � 2 poniamo Tn = T \ (Kn nKn�1).Ora poi
hè i Tn sono sottoinsiemi dei 
ompatti Kn senza punti di a

umu-lazione si ha 
he essi devono essere insiemi �niti. De�niamoQn(z) = Xt2Tn Rt(z) 8n 2 NPoi
hè i Tn sono tutti insiemi �niti si ha 
he ogni Qn è una funzione razionalee per n � 2 si ha 
he i suoi poli stanno nell'insieme Kn nKn�1. In parti
olarela funzione Qn è olomorfa su Kn�1.Quindi per il 
orollario 2.0.6 esiste una funzione razionale Sn olomorfa su Atale 
he: jSn �QnjKn�1 < 2�n.De�niamo allora su A la funzione f 
ome segue e mostriamo 
he ha le pro-prietà ri
hieste: f(z) = Q1(z) + 1Xn=2 (Qn(z)� Sn(z))Fissato N 2 N si ha:f(z) = Q1(z) + NXn=2 (Qn(z)� Sn(z)) + 1Xn=N+1 (Qn(z)� Sn(z))



45Quindi sull'insieme KN la serie è limitata per quanto visto prima e di 
on-seguenza si ha 
he la serie 
onverge uniformemente su KN .In parti
olare la se
onda somma 
onverge uniformemente ad una funzioneolomorfa nell'interno di KN . Inoltre poi
hè gli Sn hanno poli fuori da A lafunzione:f�(Q1+Q2+:::+QN ) è olomorfa nell'interno diKN . Così f ha pre
isamentele parti prin
ipali ri
hieste nell'interno di KN , e a 
ausa dell'arbitrarietà diN 
iò vale su tutto A.



Appendi
e
Carl Runge (1856-1927)
Carl Runge nas
e a Brema il 30 Agosto 1856 in una famiglia benestante,suo padre era un importante mer
ante. Con
luse le s
uole primarie, nel 1876Runge si is
rive all'università di Mona
o dove dopo una breve parentesi distudi 
lassi
i si is
rive alla fa
oltà di �si
a e matemati
a. Qui seguirà lelezioni assieme ad un 
ompagno del 
alibro di Max Plan
k di 
ui diventeràami
o e lo rimarrà per il resto della sua vita.Nel 1877 Runge si trasferis
e a studiare all'università di Berlino dove, dopoaver assistito alle lezioni di Karl Weierstrass, de
ide di dedi
arsi alla mate-mati
a pura.Nel 1880 presenta a Berlino la sua tesi di dottorato sulla geometria di�eren-ziale dopodi
hè rimasto a Berlino, inizia a 
ollabore 
on Leopold Krone
ker elavora su un metodo per trovare numeri
amente la soluzione di equazioni al-gebri
he le 
ui radi
i venivano espresse 
ome serie in�nite di funzioni razionalidei 
oe�
ienti dell'equazione.All'inizio della sua 
arriera, Carl Runge, è molto restio a pubbli
are i suoilavori, ma poi 
onos
iuto e diventato ami
o del matemati
o svedese Mittag-Le�er de
ide di pubbli
are i suoi lavori in diversi arti
oli 
he apparirono nel1885 sulla rivista dello stesso Mittag-Le�er: A
ta Mathemati
a.Nel 1886 Runge ottiene la 
attedra di matemati
a presso l'università dellate
ni
a di Hannover, dove rimarrà per ben di
iotto anni.Ad Hannover Runge si allontana dalla matemati
a pura e sposta i suoi stu-di sull'astro�si
a e la spettros
opia, in parti
olare Runge inizia a studiare lelunghezze d'onda delle linee spettrali di vari elementi 
himi
i. Durante questianni di lavoro Runge pubbli
herà molti lavori su questi argomenti ma nonos-tante questo per tutta la vita ha 
ontinuato a 
onsiderarsi un matemati
o.46



47Nel 1904 si trasferis
e a Gottinga dove ottiene la 
attedra di matemati
aappli
ata. Qui 
ontinua ad insegnare �no al 1925 anno in 
ui si ritira dal-l'insegnamtento.Due anni dopo, il 3 Gennaio 1927, Carl Runge muore a Gottinga 
olpito daun' infarto.
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