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Introduzione

Questa tesi nasce dalla mia passione per la matematica e per 'insegna-
mento.
E la passione per la matematica che mi ha fatto intraprendere gli studi di
questa disciplina che, col tempo, si e rivelata sempre piu affascinante e inte-
ressante. Tutto questo e stato alimentato dall’esperienza di tirocinio svolta
presso il Liceo Scientifico “E. Fermi” di Bologna: ogni giorno era sempre
piu forte il desiderio di voler trasmettere agli altri i tanti aspetti di questa
disciplina.
Questa tesi rappresenta da un lato il compimento di un persorso di forma-
zione e dall’altro quello che spero sia I'inizio di un bellissimo percorso da
insegnante.
L’oggetto del mio elaborato riguarda I'insegnamento dell’Analisi Matematica
nella scuola secondaria superiore. Nella speranza di trovarmi un giorno nelle
condizioni di insegnare questi argomenti ai “miei” futuri studenti, ho esa-
minato alcune delle difficolta che essi potrebbero incontrare e ho elaborato
delle riflessioni di carattere didattico per cercare di operare un insegnamento
efficace
Nel primo capitolo di questa tesi, di carattere introduttivo, vengono fatte
alcune riflessioni sulle problematiche connesse all’insegnamento della mate-
matica. Si cercano di individuare le motivazioni che fanno dei concetti mate-
matici dei soggetti cognitivamente complessi, focalizzando I'attenzione sugli
ultimi risultati della ricerca in Didattica della Matematica, il cui obiettivo e

quello di migliorare le tecniche di insegnamento, concentrandosi sul problema
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dell’apprendimento. Un insegnamento efficace dovrebbe mirare a suscitare
nell’allievo 'interesse per la materia e a fargli acquisire competenze e abilita,
non solo a trasmettere nozioni che verranno recepite in maniera passiva e
presto dimenticate.

Nel secondo capitolo si richiamano alcuni argomenti di Analisi Matematica
che si insegnano nella scuola secondaria superiore. In particolare, si riporta-
no definizioni ed enunciati dei teoremi fondamentali, che poi saranno oggetto
del questionario che e stato sottoposto ad un campione di studenti. Inol-
tre, si tenta di operare un confronto tra i diversi approcci all’insegnamento
dell’Analisi Matematica che si presentano nelle diverse scuole secondarie di
secondo grado, in particolare nei Licei Scientifici e negli Istituti Tecnici. A
tale scopo si e fatta un’analisi delle diverse organizzazioni dal punto di vista
istituzionale, operando un confronto tra le indicazioni nazionali relative alle
due scuole.

Nel terzo capitolo si analizzano i risultati del test sottoposto agli studenti
per valutare la loro padronanza degli argomenti affrontati e per appurare se
effettivamente da diversi atteggiamenti di insegnamento scaturiscono diverse
modalita di apprendimento. A tal proposito e stato sottoposto lo stesso que-
stionario a due classi quinte del Liceo Scientifico “E. Fermi” di Bologna, a
due classi quinte e ad una classe quarta dell’Istituto Tecnico Industriale “A.
Volta” di Lodi.



Capitolo 1

Problematiche connesse
all’insegnamento della

matematica

Lo studio della matematica in generale risulta particolarmente ostico per
uno studente della scuola secondaria, soprattutto lo studio di quelle parti di
questa disciplina che gli risultano astratte e niente affatto intuitive. In questo
capitolo si cerca di individuare le motivazioni che fanno di questi concetti
un soggetto cognitivamente complesso, focalizzando I’attenzione sugli ultimi
risultati della ricerca in Didattica della Matematica analizzando alcune delle

possibili problematiche didattiche riguardanti I’analisi matematica.

1.1 1l Triangolo di Chevallard

L’obiettivo della ricerca nell’ambito della matematica e principalmente
quello di analizzare e migliorare le tecniche di insegnamento, concentrandosi
sul problema dell’apprendimento. E per questo che ormai da anni la ricerca
in questo campo si occupa dei tre protagonisti coinvolti nell’azione didattica:
I’allievo, I'insegnante e 'oggetto dell’insegnamento, cercando di comprendere

quali possano essere le cause del mancato o errato apprendimento dell’allievo.
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A tal proposito Yves Chevallard, uno dei massimi ricercatori francesi del-
la didattica della matematica, propone di schematizzare 'attivita didattica
mediante un diagramma a forma di triangolo, che si usa chiamare: triangolo

della didattica.

insegnante allievo

sapere (savoir savant)

Figura 1.1: Triangolo di Chevallard

Con il termine sapere lo studioso francese intende cio che egli chiama
savoir savant, ovvero il sapere che sorge dalla ricerca, dalla storia e dalla
istituzione. Questo € pero un sapere estraneo ai processi di insegnamento-
apprendimento; infatti, all’interno dello schema, viene collocato fuori dal
rapporto tra insegnante e allievo. Allora compito dell’insegnante ¢ quello
di adattare il savoir savant ai propri processi di insegnamento per rendere
possibile un corretto apprendimento degli allievi. Chevallard definisce questo
processo trasposizione didattica dal sapere al sapere insegnato, ovvero quello
della pratica in aula, dal punto di vista dell’insegnante. In realta, il passaggio
e molto piu complesso perche va dal sapere matematico al sapere da insegnare

al sapere insegnato. Il concetto di trasposizione didattica sembra essere inteso
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come il lavoro di adattamento, di trasformazione del sapere in oggetto di
insegnamento, in funzione del luogo, del pubblico e delle finalita didattiche
che ci si pone. Dall’altro lato, pero, I'insegnante deve tener conto del sistema
didattico e dell’ambiente sociale e culturale, cioe della noosfera in cui si trova

ad agire.

1.2 1l contratto didattico

Il rapporto tra I'insegnante e ’allievo, che dovrebbe avere come prodotto
finale 'apprendimento, ¢ costituito da un insieme di atteggiamenti che sem-
brano ripetersi con una certa regolarita. Nel 1973, Jeanine Filloux introdusse
il termine di contratto pedagogico per definire alcuni tipi di rapporto tra do-
cente e allievo. Nel 1986 Guy Brousseau perfeziono questa idea, inizialmente
incentrata sulla dimensione sociale, e la arricchi con la considerazione degli
aspetti cognitivi, dando origine al cosiddetto contratto didattico. In particola-
re, secondo Brousseau, il contratto didattico ¢ < ["insieme dei comportamen-
ti dell’insegnante che sono attesi dall’allievo e linsieme dei comportamenti
dell’allievo che sono attesi dallinsegnante>> . Tali attese non sono dovute
ad accordi espliciti, ma alla concezione della scuola, della matematica e alla
ripetizione delle stesse modalita nella pratica scolastica. Quindi, il rapporto
tra insegnante e allievo ¢ inconsapevolmente vincolato al rispetto delle clau-
sule di tale tacito contratto.

Consiederiamo un esempio di clausola dovuta alla concezione della scuola:
I’allievo ritiene che la scuola sia direttiva e valutativa, ossia che il suo unico
fine sia quello di valutare capacita e rendimento degli allievi. Di conseguenza,
se 'insegnante chiede all’allievo di scrivere liberamente quel che pensa su un
certo concetto, 'allievo ritiene di doverlo fare con un linguaggio il piu pos-
sibile “rigoroso” perche suppone che sotto quella richiesta vi sia comunque
una prova, un controllo.

Vi sono poi clausole legate alla concezione della matematica: lo studente

ritiene che in matematica si devono fare dei calcoli; per cui, anche se la ri-
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sposta alla domanda posta in un problema puo essere data solo rispondendo
a parole, lo studente e a disagio e tende a far uso operativo dei dati numerici
per dare comunque una risposta formale. Tale clausola prende il nome di
esigenza della giustificazione formale.

Nell’'immagine che lo studente ha della matematica, i calcoli e le procedure
rivestono un ruolo preponderante al punto che, una volta stabilita I’operazio-
ne da compiere, lo studente cessa di ragionare e di controllare il significato
delle operazioni che sta compiendo. Si instaura cioe la clausola di delega
formale che disimpegna le facolta razionali, critiche e di controllo: I'impegno
dello studente ¢ finito ed ora tocca all’algoritmo lavorare per lui; il compito
successivo dello studente sara quello di trascrivere il risultato, qualsiasi cosa
sia e non importa che cosa esso significhi nel contesto problematico.

Infine, altra clausola e quella legata alla ripetizione delle modalita: una modi-
fica del programma atteso dallo studente genera in lui grande sorpresa e smar-
rimento. Un celebre esempio di tale situazione e rappresentato dall’ Effetto
eta del capitano, che designa oggi la condotta di un allievo che calcola la
risposta di un problema utilizzando una parte o la totalita dei numeri che
sono forniti nell’enunciato, allorche questo problema non possiede invece una
soluzione numerica. Se anche 1'allievo si rende conto dell’assurdita del pro-
blema posto, necessita di farsi carico personale di una rottura del contratto
didattico, per poter rispondere che il problema non si puo risolvere. Ma
lo studente non ha la forza, non essendo mai stato abituato, di rompere il
contratto e preferisce rispettare le supposte clausole pur di non rischiare in
prima persona.

Quindi, il contratto didattico si configura come un insieme di vere e pro-
prie clausole, che influenzano in modo implicito le relazioni tra 'insegnante,

I’allievo e il sapere all’interno della classe durante le ore di matemtica.
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1.3 La costruzione di un concetto

Il processo di apprendimento ¢ un percorso molto complesso. Infatti,
la costruzione di un concetto da parte dello studente avviene mediante un
conflitto, che puo essere sociale o cognitivo, tra le immagini che gli vengono
proposte o che egli si crea durante il suo percorso di formazione: quando
una immagine si rivela inadeguata, questa deve essere ampliata o sostituita
da una nuova, in grado di accogliere le ulteriori informazioni. Tale processo
talvolta implica la necessita di introdurre concetti destinati ad essere succes-
sivamente superati.

In tale contesto, le misconcezioni di questo tipo possono essere viste co-
me un inevitabile momento di passaggio nell’apprendimento di un concetto
matematico da parte dello studente, ovvero come insite nella natura stessa
della didattica. Esse non devono necessariamente essere interpretate come
un qualcosa di negativo, in quanto diventano un ostacolo solo nel caso in cui
costituiscono un modello stabile per lo studente, difficile da superare. Per-
tanto compito dell’insegnante € di non favorire il prematuro insorgere di un
modello forte e stabile, ma di lasciare immagini provvisorie, in modo tale che
possano in seguito essere sostituite progressivamente da modelli sempre pit
adatti a descrivere il sapere matematico che si vuole raggiungere.

Se un modello si forma prematuramente rispetto alle necessita di correttezza
matematica, cido puo creare problemi didattici in quanto risulta complesso
distruggere o modificare un modello mentale ormai stabile. Tali modelli co-
stituiscono allora delle misconcezioni che possono essere definite evitabili,
in quanto spesso sono una diretta conseguenza delle scelte degli insegnanti
e sulle quali & possibile intervenire didatticamente. Quando un insegnante
propone un’immagine forte e convincente, che viene confermata da continui
esempi ed esperienze, essa si trasforma per lo studente in un modello sta-
bile. Sono quelli che Fishbein chiama modelli intuitivi, in quanto vi € una
rispondenza diretta tra la situazione proposta e il concetto matematico che
si sta utilizzando. Proprio grazie a questa conformita tra situazione descrit-

ta e la matematica utilizzata per farlo, tali modelli diventano dominanti:
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acquisiscono cioe una notevole forza di persuasione e rivestono un ruolo rile-
vante nelle competenze dell’allievo. Tuttavia essi possono essere inadeguati
rispetto alla natura matematica del concetto che si vuole costruire. Pertanto
I’azione didattica deve concentrarsi sulle misconcezioni evitabili; impedendo
ad esempio la ripetizione e la riproposizione di rappresentazioni univoche e
improprie, che potrebbero portare alla formazione di conoscenze parassite e
indurre lo studente a identificare il simbolo con il significato. Inoltre bisogna
fare attenzione all’'uso del linguaggio, che talvolta puo creare un malinteso

con gli studenti.

1.4 Ostacoli didattici

Non e facile formarsi concetti, perche ogni concetto e circondato da un
insieme complesso di rappresentazioni associate che comportano molteplici
livelli di formulazione e livelli di integrazione del concetto. Dunque il primo
problema ¢ quello di “ripulire” il concetto da questo alone che sembra na-
sconderne il significato intimo. E poi c¢’e da tener presente gli ostacoli che si
sovrappongono all’apprendimento, proposti da Guy Brousseau negli anni 80
ispirandosi agli studi di Gaston Bachelard. Per ostacolo si intende qualsiasi
cosa che si frapponga alla costruzione cognitiva di un concetto. L’ostaco-
lo non sempre e sinonimo di mancata conoscenza; per esempio, un ostacolo
puo essere un’idea che, al momento della formazione di un concetto, e stata
efficace per affrontare dei problemi precedenti, ma che si rivela fallimentare
quando si tenta di applicarla ad un problema nuovo. Visto il successo otte-
nuto, si tende a conservare 'idea gia acquisita e comprovata e, nonostante
il fallimento, si cerca di salvarla; ma questo fatto finisce con l’essere una
barriera verso successivi apprendimenti.

Si distinguono tre tipologie di ostacoli:

e di natura ontogenetica;

e di natura didattica;
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e di natura epistemologica.

Gli ostacoli di natura ontogenetica sono legati alla natura psichica dell’in-
dividuo, la quale dipende per lo piu dalla sua eta cronologica: la costruzione
di un concetto puo richiedere capacita e conoscenze che un soggetto di una
data eta non ha ancora sviluppato. Questa mancata maturazione determina
una limitazione, ovvero un ostacolo. Occorre dunque selezionare gli oggetti da
insegnare in relazione all’eta mentale degli apprendenti, considerando che nei
soggetti con patologie neuro-cognitive ’eta mentale spesso non corrisponde

all’eta cronologica.

Gli ostacoli di natura didattica riguardano le scelte di contenuto e di me-
todologia del docente per I'insegnamento di un dato concetto. Ogni docente,
infatti, sceglie un progetto, un curricolo, un metodo, interpreta in modo per-
sonale la trasposizione didattica, secondo le sue convinzioni sia scientifiche
sia didattiche: egli crede in quella scelta e la propone alla classe perche pensa
che sia efficace; ma quel che ¢ efficace effettivamente per qualche studente,
non ¢ detto che lo sia per altri. Per questi ultimi, la scelta di quel progetto
si rivela un ostacolo didattico. Gli ostacoli didattici si manifestano poi at-
traverso le lacune che lo studente ha sviluppato durante il suo percorso di
studi e che continuano ad influenzare il suo apprendimento. Infine, un altro
aspetto legato a questo tipo di ostacolo € costituito dalla complessa relazio-
ne tra insegnante e allievo. Abbiamo visto in precedenza come lo studente
sia portato a commettere degli errori per rispettare una sorta di contratto

didattico che e stato tacitamente stipulato tra allievi e insegnante.

Gli ostacoli epistemologici riguardano la natura stessa dell’oggetto, che
risulta di per se difficile da comprendere o da concepire. Quando nella storia
dell’evoluzione di un concetto si individua una non continuita, una frattu-
ra, cambiamenti radicali di concezione, allora si suppone che quel concetto
presenti al suo interno degli ostacoli di carattere epistemologico ad essere
appreso; cio si manifesta, per esempio, in errori ricorrenti e tipici di vari

studenti, in diverse classi, stabili negli anni.
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Dalle considerazioni appena fatte, si deduce che gli ostacoli didattici si
manifestano a livello di classe, mentre quelli epistemologici a livello di siste-
ma.

Nei prossimi capitoli si entrera nello specifico di cosa e I’Analisi Matematica,
analizzando i concetti principali e ravvisando i diversi tipi di ostacoli che si

possono incontrare nello studio di questa disciplina.



Capitolo 2

L’insegnamento dell’ Analisi
Matematica nella scuola

secondaria superiore

2.1 Che cos’é I’Analisi Matematica?

L’analisi matematica, detta anche calcolo infinitesimale, nasce nel XVII
secolo in concomitanza con lo studio di problemi scientifici di grande rilevan-
za, che fecero sorgere la necessita di introdurre nuove tecniche nell’ambito del
calcolo. I problemi che piu stimolarono le ricerche furono sostanzialmente di

tre tipi:
e la ricerca di massimi e minimi;

e la ricerca della retta tangente a una curva;

e il calcolo di aree di superfici piane a contorni curvilinei.

Molti di questi problemi erano gia noti ai grandi matematici Greci, in for-
mulazioni diverse ma sostanzialmente equivalenti; essi pero non riuscirono a
superarli, sia per un certo timore ad avvicinarsi al concetto di “infinito”, sia

perche non disponevano ancora dei simboli e delle scritture adeguate, fornite

9
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dal linguaggio dell’algebra.

Le idee sviluppate dai matematici del Seicento, grazie al contributo di
piu scuole scientifiche (inglese, tedesca, francese, italiana), permisero il de-
linearsi dei concetti fondamentali dell’analisi e culminarono con le opere di
Newton e Leibniz. I risultati ottenuti, pur non ancora fondati su una teoria
coerente e rigorosa, erano di tale portata e sintonia con I'esperienza fisica da
far intuire che si era di fronte a idee di straordinaria profondita. La fondazio-
ne rigorosa dell’analisi passo successivamente attraverso una revisione critica
dei concetti di numero reale e di funzione e sfocio all’inizio del XIX secolo
nella formulazione del concetto di limite. Possiamo infatti definire 1’analisi
matematica come quella parte della matematica che studia le proprieta delle

funzioni reali di variabile reale sulla base del concetto di limite.

2.2 L’Analisi Matematica a scuola

L’obiettivo di questo paragrafo ¢ affrontare I'insegnamento dell’Analisi
Matematica nella Scuola Secondaria di II grado. Analizzando il libro di
testo “Nuova matematica a colori” di Leonardo Sasso, illustreremo di seguito
quelli che sono i concetti basilari che vengono trattati a scuola con definizioni
e alcuni dei teoremi principali, di cui riporteremo solo I’enunciato, che sono
stati oggetto di richiamo nel questionario a cui e stato sottoposto un campione
di studenti.

2.2.1 Concetto di funzione

Definizione 2.1. (Funzione). Si chiama funzione di dominio A e codominio
B una relazione che associa ad ogni elemento di A uno e un solo elemento
di B.

Se A e B sono sottoinsiemi dell’insieme R, la funzione si dice reale di variabile

reale.
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Definizione 2.2. (Dominio). Si dice dominio di una funzione f(z) I'insieme
dei valori possibili che la variabile indipendente x puo assumere, in modo che

la funzione sia definita in tali valori.

Definizione 2.3. (Funzione pari e dispari). Sia data una funzione y = f(x),
avente dominio D, tale che per ogni x € D anche —x € D.
a. Se risulta: f(—xz) = f(x) per ogni z € D

la funzione si dice pari ed il suo grafico e simmetrico rispetto all’asse y.
b. Se invece: f(—x) = —f(z) per ogni x € D

la funzione si dice dispari e il suo grafico € simmetrico rispetto all’origine.

Funzione pari Funzione dispari

Figura 2.1: Funzione pari e funzione dispari

Definizione 2.4. (Funzione invertibile). Una funzione f si dice invertibile
se e solo se ¢ iniettiva: in tale caso, si chiama funzione inversa di f, e si indica
con il simbolo f~!, la funzione che associa a ciascun elemento dell’immagine

di f la sua (unica) controimmagine.

La condizione di invertibilita (ossia di iniettivita) equivale per una fun-
zione reale di variabile reale alla richiesta che ogni retta orizzontale intersechi

il grafico della funzione al massimo in un punto (Figura 2.2).
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Figura 2.2: Funzione invertibile

Una condizione sufficiente perche una funzione, definita in un intervallo,
sia invertibile ¢ che sia strettamente crescente (o strettamente decrescente):
se e soddisfatta una di queste due proprieta, infatti, la funzione e certamente

iniettiva.

2.2.2 Concetto di limite

In questo paragrafo vogliamo introdurre la prima fondamentale operazio-

ne del calcolo infinitesimale, ovvero quella di limite.

Definizione 2.5. (Limite: xy ed [ finiti). Diciamo che una funzione f(x)
tende al limite [ € R per x che tende a g € R e scriviamo:
lim,, ., f(z) =1
quando si verifica che:
a. per ogni € > 0 (Fig. 2.3a)
b. esiste § > 0, dipendente da € (Fig. 2.3b)
c. tale che per ogni « € (g —d,x0+0), con x # xo, si ha f(x) € (I—¢€,l+¢€)
(Fig. 2.3c).
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X O[x,—0 X% X x+0 X

[¢] Xy X
| ]
[x—x]<é
a. Per ogni 0 (con la scelta di b. ...esiste & > 0 (il quale individua un
scegliamo un arbitrario intorno opportuno intorno di xo sull’asse x)... c. ... tale che per ogni
di I sull’asse y)... X € (Xo — &, Xo + 0) con x # Xxg risulta:

f(x)e(l—¢, I+¢).

Figura 2.3:

Definizione 2.6. (Limite: z finito ed [ infinito). Diciamo che una funzione
f(z) tende a +o00 per x che tende a x5 € R e scriviamo :
lim,_, 4, f(z) = 400
quando si verifica che:
a. per ogni M > 0 (Fig. 2.4a)
b. esiste § > 0, dipendente da M (Fig. 2.4b)
c. tale che per ogni x € (z9 — 6,20 + d), con = # xg, si ha f(x) € (M, +00)
(Fig. 2.4c).

: A
. o
| . a |
: i . |
X X X 7. I\ X
0 A O x,-0 x, %,+0 o 3 5 Nt0
=
. g . . bl — x| <0
a. Perogni M > 0 (con la scelta di M b. ... esiste ¢ > 0 (il quale individua un |X x)|\
scegliamo un arbitrario intorno di - opportuno intorno di xp sull’asse x)... c. ... tale che per ogni
sull’asse y)... X € (Xo — 6, Xo + ) con x # xg risulta:
f(x) € (M, 4+0).

Figura 2.4:

La definizione di lim,_, ,, f(z) = —oo ¢ analoga alla Definizione 2.6, ma
f(z) € (M, +00) va sostituito con f(z) € (—oo, M).

Definizione 2.7. (Limite: z, infinito ed [ finito). Diciamo che una funzione

f(z) tende a I € R per x che tende a +0o e scriviamo:



2. L’insegnamento dell’Analisi Matematica nella scuola secondaria
14 superiore

quando si verifica che:

a. per ogni € > 0 (Fig. 2.5a)

b. esiste un N > 0, dipendente da € (Fig. 2.5b)

c. tale che per ogni x € (N, +00), si ha f(x) € (I —e€,1+¢€) (Fig. 2.5¢).

7 4 y
I+¢ /\é ol A
| / _________ L - l fI(Y/ /
B 2t
[e] N X [€] N =X &
a. Perogni 0 (con la scelta di b. ... esiste N > 0 (il quale individua c. ... tale che per ogni x € (N, +oc)
scegliamo un arbitrario intorno un opportuno intorno di +n~c risulta: f(x) € (I —¢, | ).
dilsull’asse y)... sull’asse x)...
Figura 2.5:

La definizione lim, , o, f(x) = [ & analoga alla Definizione 2.7, ma = €

(N, +00) va sostituita con z € (—oo, —N).

Definizione 2.8. (Limite: z( ed [ infiniti). Diciamo che una funzione f(x)
tende a +oo per x che tende a 400 e scriviamo:
lim, oo f(2) = 400
quando si verifica che:
a. per ogni M > 0 (Fig. 2.6a)
b. esiste N > 0, dipendente da M (Fig. 2.6b)
c. tale che per ogni z € (N, +00) si ha f(z) € (M,+o0) (Fig. 2.6¢).

¥
flx
L ok
- - i - '
o| 3 ol N x € N X X
a. Perogni M > 0 (con la scelta di M b. ... esiste N > 0 (il quale individua un c. ... tale che perognix € (N, +x
scegliamo un arbitrario intorno di —~ opportuno intorno di +~c sull’asse x)... risulta: f(x) € (M, +0).

sull’asse y)...

Figura 2.6:
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La definizione di lim,_,,, f(z) = —oc ¢ analoga alla Definizione 2.8., ma
f(z) € (M, +00) va sostituita con f(z) € (—oo, M).

E opportuno porsi il problema dell’esistenza di un limite e, se questo esi-
ste, della sua unicita, prima di porsi il problema del suo calcolo. Ad esempio,
un caso di non esistenza del limite proviene dalla funzione f(z) = sinz: non
esiste il limite di f per x — 4o00; infatti, quando z diventa indefinitivamente
grande il grafico della funzione seno continua ad oscillare assumendo valori
compresi tra —1 e 1 senza convergere a una posizione “limite”.

I teoremi che adesso presentiamo forniscono alcune risposte ai problemi di

esistenza e unicita.

Teorema 2.2.1. (Teorema del Confronto). Consideriamo tre funzioni f(x),
g(x) e h(z) tali che:
a. esiste un intorno V di xg € R* per ogni x del quale (eccetto al piu xg) le

tre le funzioni sono definite e risulta:

g(z) < f(z) < h(x)
b. limg . g(z) = lim, ., h(x) =1, conl € R.

Allora esiste lim,_,,, f(x) e risulta lim, ., f(z) = .

L’idea di base di questo teorema ¢ che se il grafico di una funzione f(x)
¢ compreso tra quello di due funzioni g(x) e h(z) in un intorno di z¢ e le
due funzioni hanno lo stesso limite per z — xg, allora anche la funzione f(x)

ammette lo stesso limite per x — x.

Una volta accertato che il limite esiste, la sua unicita € garantita dal seguente

teorema.

Teorema 2.2.2. (Teorema di unicita del limite). Se una funzione f(x)

ammette limite per x — xg con x € R*, questo limite ¢ unico.



16

2. L’insegnamento dell’Analisi Matematica nella scuola secondaria
superiore

Per le funzioni che ammettono limite per x — x( sussiste poi il seguente

teorema, che permette di stabilire il segno della funzione in un intorno di xg.

Teorema 2.2.3. (Teorema della permanenza del segno). Se per x — xq, con
x € R*, la funzione f(x) ammette limite finito l, positivo (negativo), allora
esiste un intorno di xo per ogni x del quale, eccetto al piu xo, f € positiva

(negativa,).

Tale teorema si puo estendere in modo naturale anche nel caso in cui il
limite sia 400 0 —o0.
Il teorema non e invece invertibile, se non modificando leggermente I’enun-
ciato; infatti, se una funzione & positiva in un intorno di zo (con = # xg)
ed esiste il suo limite per x — g, non e detto che il suo limite sia positivo.
Basta pensare alla funzione f(z) = z?: risulta f(x) > 0 in ogni intorno dello
0 (con = # 0), ma il limite di f(x) per £ — 0 non & positivo, bensi nullo.
Quindi 'enunciato del teorema inverso va modificato nel seguente modo per
renderlo valido: se una funzione ¢ positiva (negativa) in un intorno di = (con
x # xp) ed esiste il limite per  — 1z, allora esso & positivo, (negativo) o

nullo.

2.2.3 Concetto di continuita

Definizione 2.9. (Continuita in un punto). Sia f una funzione definita in
un intorno (completo) di x¢; se il lim, ., f(z) = f(x¢), la funzione f si dice

continua in x.
E importante fare alcune osservazioni.

e Mentre l'operazione di limite riguarda il comportamento di una funzio-
ne in un intorno di xy, disinteressandosi di cio che accade nel punto x,
la definizione di continuita richiede invece ’analisi del comportamento
della funzione sia in un intorno di xg sia nel punto g, e impone che i

due comportamenti non siano diversi.
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e Intuitivamente, la condizione lim, ., f(z) = f(zo) si puo interpretare
dicendo che “se x ¢ vicino a z,”, allora “f(z) ¢ vicino a f(zy)”. Ovvia-
mente questa condizione puo non essere verificata se f non e continua

in xg.

Vi sono importanti applicazioni del concetto di continuita con conseguen-
ze fondamentali per lo sviluppo dell’analisi matematica; tra questi ricordiamo
i seguenti due teoremi che illustrano le proprieta di cui godono le funzioni
continue in un intervallo chiuso e limitato.

Cominciamo da un teorema che ha importanti applicazioni al problema della

risoluzione di un’equazione.

Teorema 2.2.4. (Teorema (di esistenza) degli zeri). Sia f una funzione
definita e continua in un intervallo chiuso e limitato [a;b]. Se f(a)f(b) <0,
allora la funzione ammette almeno uno zero in (a;b), ossia esiste un punto
xo € (a;b) tale che f(xg) = 0.

Il teorema afferma un fatto intuitivo, ma niente affatto ovvio, perche pog-
gia sulla proprieta di completezza di R: se una funzione continua f assume
agli estremi dellintervallo [a;b] valori discordi, il suo grafico deve avere al-
meno un punto di intersezione con 'asse x. Il punto di intersezione puo non
essere unico; inoltre la condizione espressa dal teorema ¢ sufficiente ma non

necessaria, affinche esista uno zero della funzione nell’intervallo considerato.

Un altro risultato classico dell’analisi e il Teorema di Weierstrass: esso ga-
rantisce l'esistenza di massimo e minimo per una funzione definita e continua

su un intervallo chiuso e limitato.

Teorema 2.2.5. (Teorema di Weierstrass). Sia f una funzione continua in
un intervallo chiuso e limitato |a;b]; allora f ammette massimo M e minimo
m in [a;b], ossia esistono xq1,x9 € [a;b] tali che:

f(@1) < f(x) < fl@2)Va € [a; b].

Il massimo e il minimo possono essere assunti sia all’interno dell’intervallo

sia agli estrems e tutti i casi sono possibili. Inoltre la condizione espressa dal
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teorema e sufficiente, ma non necessaria, a garantire ’esistenza del massimo

e del minimo di una funzione in un intervallo.

Dal teorema degli zeri e dal teorema di Weierstrass si ricava il seguente

teorema.

Teorema 2.2.6. (Teorema dei valori intermedi). Una funzione f continua
in un intervallo chiuso e limitato [a,b] assume tutti © valori compresi fra il
suo minimo m e il suo massimo M in [a,b].

In altre parole, per ogni k € (m, M) esiste xq € [a,b] tale che f(x) = k.

L’interpretazione grafica del teorema dei valori intermedi e la seguente:
se f € una funzione continua in [a, b], detti m e M, rispettivamente, il minimo
e il massimo assunto da f in quell’intervallo, ogni retta di equazione y = k,
con m < k < M, interseca il grafico della funzione f almeno in un punto
(Fig. 2.7).
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N

=

Figura 2.7: Significato grafico del Teorema dei valori intermedi

2.2.4 Concetto di derivata

Definizione 2.10. (Derivata di una funzione in un punto). Una funzione
di equazione y = f(x) si dice derivabile in un punto x, appartenente al suo

dominio, se

h) —
limy, 0 f(xo +h) — f(xo)
h
esiste ed e fnito. Questo limite prende il nome di derivata prima (o sem-

plicemente derivata) di f in zy e si indica con il simbolo:

f'(xo).

La derivata della funzione in un punto rappresenta il coefficiente angola-
re della retta tangente al grafico della funzione in quel punto, oppure se la
funzione esprime la legge oraria di un moto, la velocita in un dato istante,
mentre il rapporto incrementale puo rappresentare per esempio il coefficiente

angolare di una retta secante o una velocita media.
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In generale, possiamo dire che il rapporto incrementale rappresenta un tasso

di variazione medio, mentre la derivata un tasso di variazione istantaneo.

Segue ’esposizione dei principali teoremi sulle derivate, con enunciati pre-
cisi e rigorosi. Ne ricordiamo alcuni, la cui applicazione ricorre nei quesiti

che sono stati sottoposti agli studenti.

Un risultato importante e che la derivabilita implica la continuita, come

espresso dal seguente teorema.

Teorema 2.2.7. Se f ¢ una funzione derivabile in xzq, allora f é continua

m xg.

Tale teorema non ¢ invertibile: non ¢ vero che se una funzione € continua
in x( e ivi derivabile.
Quali comportamenti, allora, puo presentare una funzione continua nell’in-

torno di un punto in cui non & derivabile?

e [sistono finite la derivata destra e la derivata sinistra in xo, ma queste
sono diverse tra loro. Si dice in tal caso che la funzione f ha in xy un

punto angoloso (Fig. 2.8).
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Figura 2.8: Esempio di punto angoloso

e Sia la derivata destra sia la derivata sinistra in xo sono infinite e hanno
lo stesso segno. Si dice in tal caso che la funzione f presenta in xy un

punto di flesso a tangente verticale (Fig. 2.9).

g - b=

Figura 2.9: Esempio di punti di flesso a tangente vericale

e Sia la derivata destra sia la derivata sinistra in xy sono infinite e di
segno opposto. Si dice in tal caso che la funzione f presenta in zy una
cuspide (Fig. 2.10).
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)/:5

Figura 2.10: Esempio di punto di cuspide

e Almeno una delle due derivate, da destra o da sinistra, in xo non esiste
(né finito né infinito).

Questo e il caso che si verifica per esempio considerando la funzione:

fo) = xsini x#0

T z=20

Presentiamo ora il primo importante teorema sulle funzioni derivabili,
il teorema di Fermat: esso costituisce il primo passo per la risoluzione del

problema della ricerca dei massimi e dei minimi di una funzione.

Teorema 2.2.8. (Teorema di Fermat). Sia f una funzione definita in un
intervallo [a,b] e sia ¢ un punto interno ad [a,b], in cui f & derivabile. Se f

ha in ¢ un punto di estremo relativo, allora f'(c) = 0.

Il contenuto del teorema si puo esprimere come segue: se f € una funzione
definita in un intervallo [a, b] e ¢ & un punto di estremo relativo diverso da a e

da b in cui la funzione e derivabile, allora la tangente al grafico della funzione
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nel punto ¢ deve essere orizzontale, quindi la derivata deve annullarsi (Fig.
2.11).

o Bl [

| R
o

Figura 2.11: Illustrazione geometrica del Teorema di Fermat

Il teorema esprime una condizione necessaria ma non sufficiente perche
un punto c sia di estremo relativo; quindi ci dice dove cercare eventuali punti
di estremo relativo, ma non ci assicura che i punti candidati a essere estremi
relativi ( cioeé i punti stazionari) siano effettivamente tali, ne ci fornisce criteri

per stabilirlo.

Teorema 2.2.9. (Teorema di Rolle). Data una funzione f che soddisfa le
sequenti 1potesi:

a. f é continua in |a,bl;

b. f é derivabile in (a,b);

c. fla) = f(b)

allora esiste almeno un punto ¢ € (a,b) per cui f'(c) = 0.

Il Teorema di Rolle afferma sotanzialmente che se una funzione derivabile

assume lo stesso valore agli estremi di un intervallo [a, b], allora deve esserci
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almeno un punto ¢ compreso tra a e b in cui la retta tangente al grafico della

funzione & orizzontale (Fig. 2.12).
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Figura 2.12: Illustrazione geometrica del teorema di Rolle

Teorema 2.2.10. (Teorema di Lagrange). Sia f una funzione che soddisfa
le sequenti condizioni:

a. f & continua nell’intervallo chiuso [a,b];

b. [ ¢é derivabile nell’intervallo aperto (a,b).

Allora esiste almeno un punto ¢ € (a,b) tale che:

f(b) - f(a)

R

(Fig. 2.13).
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Figura 2.13: Illustrazione geometrica del teorema di Lagrange

L’importanza fondamentale del Teorema di Lagrange e legata al fatto che
esso ci consente di trarre informazioni su una funzione a partire da proprieta
della sua derivata. I prossimi due teoremi, corollari del teorema di Lagrange,

ne sono un esempio.

Teorema 2.2.11. (Primo corollario del teorema di Lagrange). Sia [ una
funzione derivabile in un intervallo I e tale che f'(x) = 0 per ogni x € 1,

allora f é costante in I.

Teorema 2.2.12. (Secondo corollario del teorema di Lagrange). Se f e g
sono due funzioni derivabili in un intervallo I e tali che f'(x) = ¢'(z) per
ogni x € I, allora esse differiscono per una costante ¢ € R, cioe

f(z) = g(x) + ¢ per ogni x € I.

2.3 Licel e Istituti Tecnici a confronto

Nei Licei e negli listitui Tecnici si presentano diversi approcci didattici

alla matematica: nei Licei generalmente ci si sofferma sulla dimostrazione
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dei teoremi fondamentali e sul formalismo con cui vengono posti gli enun-
ciati; negli istituti Tecnici, invece, le teorie matematiche vengono presentate

prevalentemente in funzione delle loro applicazioni.

2.3.1 Le Indicazioni Nazionali

Per affrontare un confronto tra Licei Scientifici e Istituti Tecnici, iniziamo
col presentare le prime differenze che ci sono a livello istituzionale analizzando

le Indicazioni Nazionali relative alle due scuole.

Liceo Scientifico

Le Indicazioni nazionali degli obiettivi specifici di apprendimento per i li-
cei rappresentano la declinazione disciplinare del Profilo educativo, culturale
e professionale dello studente a conclusione dei percorsi liceali. Il Profilo e
le Indicazioni costituiscono, dunque, l'intelaiatura sulla quale le istituzioni
scolastiche disegnano il proprio Piano dell’offerta formativa, i docenti co-
struiscono i propri percorsi didattici e gli studenti raggiungono gli obiettivi
di apprendimento e maturano le competenze proprie dell’istruzione liceale e
delle sue articolazioni.

Al termine del percorso del liceo scientifico lo studente conoscera i concetti e i
metodi elementari della matematica, sia interni alla disciplina in sé conside-
rata, sia rilevanti per la descrizione e la previsione di fenomeni, in particolare
del mondo fisico. Eqgli sapra inquadrare le varie teorie matematiche studiate
nel contesto storico entro cui si sono sviluppate e ne comprendera il signifi-
cato concettuale.

Lo studente avra acquisito una visione storico-critica dei rapporti tra le te-
matiche principali del pensiero matematico e il contesto filosofico, scientifico
e tecnologico. In particolare, avra acquisito il senso e la portata dei tre prin-
cipali momenti che caratterizzano la formazione del pensiero matematico: la
matematica nella civilta greca, il calcolo infinitesimale che nasce con la rivo-

luzione scientifica del Seicento e che porta alla matematizzazione del mondo
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fisico, la svolta che prende le mosse dal razionalismo illuministico e che con-
duce alla formazione della matematica moderna e a un nuovo processo di
matematizzazione che investe nuovi campi (tecnologia, scienze sociali, eco-
nomiche, biologiche) e che ha cambiato il volto della conoscenza scientifica.
Al termine del percorso didattico lo studente avra approfondito i procedimenti
caratteristici del pensiero matematico (definizioni, dimostrazioni, generaliz-
zazioni, formalizzazioni), conoscera le metodologie di base per la costruzione
di un modello matematico di un insieme di fenomeni, sapra applicare quanto
appreso per la soluzione di problemi, anche utilizzando strumenti informatici
di rappresentazione geometrica e di calcolo. Tali capacita operative saranno
particolarmente accentuate nel percorso del liceo scientifico, con particolare
riguardo per quel che riguarda la conoscenza del calcolo infinitesimale e det
metodi probabilistici di base.

L’ampio spettro dei contenuti che saranno affrontati dallo studente richie-
dera che l'insegnante sia consapevole della necessita di un buon impiego del
tempo disponibile. Ferma restando ['importanza dell’acquisizione delle tec-
niche, verranno evitate dispersioni in tecnicismi ripetitivi o casistiche sterili
che non contribuiscono in modo significativo alla comprensione dei problems.
L’approfondimento degli aspetti tecnici, sebbene maggiore nel liceo scientifico
che in altri licei, non perdera mai di vista [’obiettivo della comprensione in
profondita degli aspetti concettuali della disciplina. L’indicazione principale
e: pochi concetti e metodi fondamentali, acquisiti in profondita.
Successivamente vengono presentati nel dettaglio gli obiettivi specifici di ap-
prendimento, vedremo, in particolare, quelli riguardanti I’analisi matematica.
Fin dal primo biennio troviamo 'introduzione del concetto di funzione in Re-
lazioni e funzioni :

Obiettivo di studio sard il linguaggio degli insiemi e delle funzioni (dominio,
composizioni, inversa, ecc.), anche per costruire semplici rappresentazioni di
fenomeni e come primo passo all’introduzione del concetto di modello ma-
tematico. [...] Lo studente studierd le funzioni f(x) = |x| e f(z) = %, le

funzioni lineari a tratti, le funzioni circolari sia in un contesto strettamente
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matematico sia in funzione della rappresentazione e soluzione di problemi
applicativi. [...] Lo studente sara in grado di passare da un registro di rap-
presentazione a un altro (numerico, grafico, funzionale) [...].

Nel secondo biennio troviamo ancora in Relazioni e funzioni:
[...JApprofondira lo studio delle funzioni elementari dell’analisi, e in partico-
lare, delle funzioni esponenziale e logaritmo. [...] Infine, lo studente appren-
dera ad analizzare sia graficamente che analiticamente le principali funzioni
e sapra operare su funzioni composte e inverse. Un tema importante di stu-
dio sara il concetto di velocita di variazione di un processo rappresentato
mediante una funzione.

Al quinto anno si passa al nocciolo di quella che e I'analisi matematica; in-
fatti, in Relazioni e funzioni e specificato:

Lo studente prosequird lo studio delle funzioni fondamentali dell’analisi an-
che attraverso esempi tratti dalla fisica o da altre discipline. Acquisira il
concetto di limite di una successione e di una funzione e apprendera a calco-
lare @ limati in casi semplica.

Lo studente acquisira i principali concetti del calcolo infinitesimale - in par-
ticolare la continuita, la derivabilita e lintegrabilita - anche in relazione con
le problematiche in cui sono nati (velocita istantanea in meccanica, tangente
di una curva, calcolo di aree e volumi). Non sara richiesto un particolare ad-
destramento alle tecniche del calcolo, che si limitera alla capacita di derivare
le funzioni gia note, semplici prodotti, quozienti e composizioni di funzioni,

le funzioni razionali [...].

Istituto Tecnico

Negli Istitui Tecnici ad indirizzo Tecnologico il docente di matematica
concorre a far conseguire allo studente, al termine del percorso quinquenna-
le, risultati di apprendimento che lo mettono in grado di: padroneggiare il
linguaggio formale e i procedimenti dimostrativi della matematica; possedere
gli strumenti matematici, statistict e del calcolo delle probabilita necessari

per la comprensione delle discipline scientifiche e per poter operare nel cam-
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po delle scienze applicate; collocare il pensiero matematico e scientifico nei
grandi temu dello sviluppo della storia delle idee, della cultura, delle scoperte
scientifiche e delle invenzioni tecnologiche.

Nelle indicazioni nazionali per gli Istitui Tecnici troviamo una divisione tra
conoscenze e abilita. In particolare, nel primo biennio in Relazioni e funzioni
nelle conoscenze si ha:

Le funzioni e la loro rappresentazione (numerica, funzionale, grafica). Lin-
guaggio degli insiemi e delle funzioni (dominio, composizione, inversa, ecc.).
Funzioni di vario tipo (lineari, quadratiche, [...]). [...] Rappresentazione gra-
fica delle funziona.

Nelle abilita si specifica:

Risolvere problemi che implicano l'uso di funzioni, [...] anche per via grafica,
collegati con altre discipline e situazioni di vita ordinaria, come primo passo
verso la modellizzazione matematica.

Nel secondo biennio, nelle conoscenze troviamo:

Funzioni polinomiali; funzioni razionali e irrazionali; funzione modulo; fun-
zioni esponenziali e logaritmiche; funzioni periodiche. [...] Continuita e limi-
te di una funzione. Limiti notevoli di successioni e di funzioni. [...] Concetto
di derivata di una funzione. Proprieta globali e locali di una funzione. For-
mula di Taylor.

Nelle abilita si ha:

Calcolare 1 limiti di successioni e funzioni. Calcolare le derivate di funzioni.
Analizzare esempi di funzioni discontinue o non derivabili in qualche pun-
to. Rappresentare in un piano cartesiano e studiare le funzioni f(x) = %,
f(z) =a®, f(x) =logx. Descrivere le proprieta qualitative di una funzione
e descriverne il grafico. Calcolare derivate di funzioni composte. Costrui-
re modelli, sia discreti che continui, di crescita lineare ed esponenziale e di

andamenti periodici.
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Capitolo 3
Il Questionario

Con questo capitolo si vuole entrare nel dettaglio di quello che e il con-
fronto tra i due diversi indirizzi scolastici: Liceo Scientifico e Istituto Tecnico.
Da diversi atteggiamenti di insegnamento scaturiscono diverse modalita di
apprendimento?

A tal proposito e stato realizzato un questionario, che adesso andremo ad
analizzare, per verificare se esistono sostanziali differenze tra le risposte degli
studenti provenienti dalle due diverse scuole.

Il questionario consiste di 14 quesiti che mirano a verificare la conoscenza di
alcuni concetti e teoremi fondamentali dell’analisi matematica e la capacita
di saper applicare alcune delle tecniche di calcolo di questa materia a proble-
mi sia strettamente analitici sia ispirati alla fisica.

Il questionario e stato sottoposto a due classi quinte del Liceo Scientifico
“E. Fermi” di Bologna, a due classi quinte e una quarta dell’Istituto Tecnico
Industriale “A. Volta” di Lodi. Le classi quinte del Liceo Scientifico, a loro
volta, si suddividono in corso Tradizionale, in cui vengono dedicate quattro
ore settimanali alla matematica, e in corso Potenziato, in cui allo studio del-
la matematica si dedicano cinque ore alla settimana. Nelle due classi erano
presenti al momento del questionario, rispettivamente, venticinque e diciotto
studenti.

Le classi quinte dell” Istituto Tecnico, a loro volta, si differenziano in indirizzo
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Elettrotecnico e indirizzo Meccanico, e in entrambi i corsi vengono dedicate
alla matematica quattro ore settimanali; invece la classe quarta e di indirizzo
Meccanico. Al momento del questionario nelle quinte erano presenti diciotto
studenti per l'indirizzo Meccanico e tredici studenti per l'indirizzo Elettro-
tecnico, invece nella quarta erano presenti venti alunni. Nella classe quarta,
pero, ai ragazzi e stato chiesto di svolgere soltanto i primi tre quesiti dell’in-
tero questionario, in quanto si trattava di argomenti da loro gia affrontati;
quindi il confronto con la classe quarta non sara fatto per tutti i quattordici

quesiti.

3.1 Quesito 1

Quante intersezioni puo avere il grafico di una funzione f : R — R con

I’asse delle ordinate? Motivare la risposta.

Soluzione. Una funzione definita su tutto R ha una e una sola intersezione
con 'asse delle ordinate; infatti, secondo la definizione stessa di funzione, ad
ogni elemento del dominio corrisponde uno e un solo elemento del codominio.
In piu, per capire da un grafico se effettivamente si tratta di una funzione
basta tracciare delle rette verticali: se queste incontrano il grafico in un solo
punto allora si tratta di una funzione.

Il concetto di funzione riveste un ruolo fondamentale nello studio dell’analisi
matematica e, come abbiamo visto dalle indicazioni nazionali, viene intro-
dotto gia nel primo biennio, ma sicuramente ¢ un concetto che racchiude in
se molte difficolta. Infatti, 'obiettivo di questa domanda e proprio quello di
verificare se tale concetto e stato compreso ed interiorizzato o se la maggior
parte degli studenti si e limitata ad imparare a memoria la definizione senza
capirne il vero significato.

In generale, le risposte sono state positive per la maggior parte degli studenti

del Liceo Scientifico anche se non tutti hanno motivato la loro risposta. In
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particolare, nella quinta Potenziata su diciotto studenti:

e quattordici hanno risposto che “la funzione puo avere con l'asse delle
ordinate una sola intersezione”; poi, tra questi, otto hanno motivato la
loro affermazione dando la definizione di funzione e sei hanno scritto
che “altrimenti non si tratterebbe di una funzione”, mostrandolo con

degli esempi grafici;
e tre studenti hanno scritto “almeno una intersezione”;

e un solo studente non ha dato alcuna risposta.

QUESITO 1

Quante intersezioni puo avere il grafico di una funzione f: R — R con I'asse delle ordinate? Mativare 1a
risposta

A o o m@m\c« a furiaue. Secouda @ o
O O X € QSO AT i R AWK JJQ.OAd

Figura 3.1: Risposta studente Liceo Scientifico Potenziato

QUESITO 1

Quante intersezioni puo avere il grafico di una funzione f: R — R con I'asse delle ordinate? Motivare la
nsposta

i ;Lln».\.ma Se W won el w2 [“'z\'omi_ > W
V)L'L A‘ x s Moc'a A} W8] ivees
- L um v)—l}v’\ 4! v

Figura 3.2: Risposta studente Liceo Scientifico Potenziato

Nella quinta non potenziata, invece, su venticinque ragazzi:

e diciannove hanno risposto correttamente, di cui solo sette hanno dato

una motivazione riportando la definizione di funzione;
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e due hanno affermato che “le intersezioni possono essere infinite”;

e quattro non hanno dato alcuna risposta.

QUESITO 1

Quante intersezioni pud avere il grafico di una funzione f: R — IR con I'asse delle ordinate? Motivare la
risposta. Domims ¢ Codomimuo = R , on ooRo digueste T e

PUS” (P iInfruxe Ve SEELONL. COv Hasse Y o

%

Figura 3.3: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Nella classe quarta dell’ITIS su venti alunni:

e diciassette hanno risposto correttamente motivando o con la definizione

di funzione o con il metodo grafico delle rette verticali;
e uno studente ha scritto “infinite intersezioni”;

e due studenti non hanno svolto il quesito.

‘ Y

QUESITO 1 A
e delle ordinate? Motivare la

| S 4 o : F+ R = IR con I'ass
Quante intersezioni pud avere il grafico di una funzione R R

risposta.

‘L/J/‘-»/(@ se 3',: Tracedd LAd e T /39%’3//(;/[}‘\/ _)Z/;J{

C v~ /‘uMZ«‘y»xf_ u[
/QZ& ﬁd;r\r?’ﬁa Aocc, Sl um %Jﬁr M }Z(D(wm)
1 Pea 93”»1 X c'C una Ac@y

Figura 3.4: Risposta studente della quarta ITIS

Nelle classi quinte, invece, su trentuno studenti:

e tredici rispondono correttamente di cui solo otto motivano la risposta

dando la definzione di funzione;

e cinque affermano che “le intersezioni sono infinite”;
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e due dicono che "non ci sono intersezioni”;
e undici non danno alcuna risposta.

Confrontando le risposte di tutti gli studenti sottoposti al questionario
si puo dire che il concetto di funzione € noto a tutti e anche la definizione
stessa; infatti, molti I'hanno esplicitata per motivare la risposta data: questo
dimostra che la maggior parte degli insegnanti, come primo passo, nell’intro-
duzione di nuovi concetti tende a far memorizzare definizioni ed enunciati.
In particolare, sicuramente per gli studenti di quarta quello di funzione e
un concetto studiato o ripreso piu recentemente rispetto a quelli di quinta
per il fatto che loro hanno motivato la risposta utilizzando per via grafica
anche il metodo delle rette verticali; si puo dedurre anche che al Liceo si da
maggiore significato all'utilizzo dei grafici; infatti, molti hanno dato la mo-
tivazione della loro risposta con degli esempi per via grafica. Dalle risposte
non corrette si deduce che per molti il concetto di funzione rappresenta un
ostacolo epistemologico, soprattutto per coloro che hanno affermato che una
funzione puo avere infinite intersezioni con ’asse delle ordinate (nonostante
sappiano a memoria la definizione di funzione): & un concetto astratto che

fanno fatica a comprendere anche a livello grafico.

Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Potenziato

H non svolto
B unasola intersezione
® infinite intersezioni

B almeno una intersezione
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Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Tradizionale

H non svolto
M unasola intersezione

® infinite intersezioni

Grafico relativo alle risposte degli studenti
della classe quinta dell'ITIS

H non svolto
H unasola intersezione
Winfinite intersezioni

W nessunaintersezione
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Grafico relativo alle risposte degli studenti
della classe quarta dell'ITIS

H non svolto
B unasola intersezione
M infinite intersezioni

B nessunaintersezione

3.2 Quesito 2

1
Sia data la funzione f(z) = 3 —50)" Determinarne il Dominio.
n(3 — 5z

Soluzione. Siimposta il seguente sistema:

In(3—5z) #0
3—5x >0

Si devono porre le condizioni di esistenza sia sull’argomento del logaritmo
sia sul denominatore in quanto si tratta di una funzione fratta.

Ora la difficolta maggiore consiste nella risoluzione di

2
ln(3—5x)7é0$3—5x7é1$x7é3.

In definitiva, si arriva al seguente sistema

4

2
x<g ’
5!

quindi il dominio della funzione data ¢
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2
D:{V:ceR|x<§/\x7ég}

L’argomento principale dell’analisi matematica che si insegna nella scuola
secondaria superiore e lo studio di funzione. Il primo passo ¢ quello di calco-
lare proprio il dominio di una funzione, ma gia da qui gli studenti incontrano
i primi ostacoli sia di carattere epistemologico che didattico. I primi sono
dovuti al fatto che molti ragazzi non hanno appreso il concetto di dominio
e spesso lo confondono con quello di codominio; i secondi sono dovuti alle
lacune di tipo algebrico che molti studenti si portano avanti sin dai primi
anni delle scuole superiori.

Dai risultati ottenuti, notiamo sostanziali differenze tra i due indirizzi del
Liceo Scientifico; infatti, le risposte sono state tutte corrette da parte degli
studenti del corso Potenziato, mentre tra gli studenti del corso Tradizionale
su venticinque ci sono state diciassette risposte corrette e ben sette errate,

tra le quali una e la seguente:

UESITO 2

1
Sia data la funzione f (X) = ey

e 3 Bx
{EBSx ~x< %

Determinarne il Dominio. \\N &’5 ’% x ) *( e
2,_SXK>e

Figura 3.5: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Da questa risposta si puo notare come lo studente non ricorda la risolu-
zione di equazioni logaritmiche: questa ¢ sicuramente una lacuna che si porta

dietro.

Per gli studenti dell'TTIS c’¢ stata una distinzione netta tra le due classi
quinte: una classe ha risposto correttamente, mentre dall’altra sono emerse
tutte risposte errate e tutti gli studenti hanno posto come condizione di esi-

stenza della funzione data:
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3—5x > 0.
Si potrebbe dedurre che la condizione di esistenza del logaritmo ¢ stata trat-
tata in classe, ma forse non si e dato molto peso al concetto di dominio per
funzioni fratte e composte.
Positivi, invece, sono i risultati della classe quarta dell'ITIS: infatti, qui ben
sedici studenti su venti hanno risposto correttamente e solo due non hanno
dato alcuna risposta.

In generale, gli errori piu frequenti sono stati i seguenti

e imporre solo la condizione di esistenza del logaritmo naturale o addi-
rittura imporre che ’argomento del logaritmo fosse maggiore o uguale
a 0;

e imporre solo la condizione di esistenza di una funzione fratta o imporre

3—bx #0;

e imporre la condizione di positivita su tutto il logaritmo e non solo

sull’argomento.

Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Potenziato

H non svolto

M risposta corretta
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Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Tradizonale

H non svolto
M risposta corretta

M risposta errata

Grafico relativo alle risposte della classe quinta
dell'ITIS (indirizzo Elettrotecnico)

B non svolto
B risposta corretta

W risposta errata
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Grafico relativo alle risposte della classe quinta
dell'ITIS (indirizzo Meccanico)

B non svolto

B risposta corretta

Grafico relativo alle risposte della classe
quartadell'ITIS

H non svolto
B risposta corretta

¥ risposta errata

3.3 Quesito 3

r—1

Sia f(x) = . Scrivere l'espressione di f(3 — 2z).

22
Soluzione. 1l calcolo da eseguire era il seguente:

(B3—2r)—-1 2-2
(3—22)2  (3—21)%

f(3—20) =

Il concetto di composizione di funzione, come abbiamo visto nel capitolo
precedente dalle indicazione nazionali delle due diverse scuole, viene intro-

dotto a partire gia dal primo biennio.
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Analizzando le risposte date dagli studenti, si puo notare come molti di essi
hanno trovato difficolta nel rispondere al quesito: si tratta sicuramente di
un ostacolo epistemologico, in quanto molti hanno confuso 'operazione di
composizione con quella di prodotto e altri hanno calcolato 3 — 2f(z).
Forse se si richiedeva esplicitamente di calcolare la composizione tra due fun-
zioni date in forma analitica, molti non avrebbero trovato difficolta, perche
abituati alle tipologie di traccia dei propri insegnanti.

In particolare, per gli studenti del Liceo Scientifico le risposte sono state tutte

corrette a parte quella di uno studente del corso Tradizionale, che riportiamo

di seguito:
Quesitoy  TSX 273 z 5 =
Do X £ —L\
sia f(x) = 9;_; Scrivere I'espressione di f(3 — 2x). \\‘i/ X
A0) = x=4A b Xi’—lé\fx>%;
x> :
J—j}(suu)r. 3&1x—4 LT a(4x) L oafua-x)_ | W
-ix)t ‘ + P © T . —
(3= C9R UxToArx hX = 41x4] =
X 2(A-X) . 2 . 4~y - —er
quesitos 2 "SA Ms b AT - 40
sin x—cos x Aeo 8 X, /j"
TR . 3 (I ¥ N
Il limite della funznone——x—, quando x = +, & 4 /é’

Figura 3.6: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Si puo notare come lo studente ha capito cosa richiede la traccia; infatti,
imposta bene 'esercizio e calcola anche correttamente la funzione richiesta;
ma poi trova le radici del polinomio del denominatore senza nemmeno ren-
dersi conto che, essendo un quadrato di binomio, avrebbe trovato due radici
reali e coincidenti e senza capire il motivo di questi calcoli. Questo e sicu-
ramente un esempio di clausola di delega formale che disimpegna le facolta
razionali, critiche e di controllo dello studente e che si instaura in quella spe-
cie di contratto didattico che, tacitamente, viene stipulato tra insegnante e
allievo.

Gli studenti che hanno riscontrato maggiori difficolta sono stati quelli della

classe quarta dell’'ITIS; infatti su venti:

e sette hanno calcolato correttamente f(3 — 2z);
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e otto non hanno svolto il quesito;

e cinque hanno dato una risposta sbagliata.
Nelle classi quinte, invece, su trentuno studenti:
e ventuno hanno risposto correttamente;

e sette hanno dato una risposta errata;
e tre non hanno svolto il quesito.

Mostriamo alcune delle risposte date:

QUESITO 3

—1 i
sia f(x) = xx—z Scrivere V'espressione di f (3 — 2x).
Xt ox-

2~ 20

< = X
N30 Xl %0 X34 M? “é -
D> X >0 X*=0 x=0 « @
xeR \J S : E

Figura 3.7: Risposta studente quarta ITIS

UESITO 3 ’—“_T\—éh

—1
sia f(x) = X2 Scrivere 'espressione di (3 — 2x).
X-A

‘{ x4 5‘-2X~ﬁl =
¢ > iy s X
wid-ex| =2 st

R3S BVLE S

x?Z

Figura 3.8: Risposta studente quarta I'TIS
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UESITO 3

. o ] . £ e
sia f(x) = = Scrivere V'espressione di f (3 — 2x).

e ) O] < Qe

Figura 3.9: Risposta studente quarta ITIS

QUESITO 3

x—1
sia f(x) = = Scrivere |'espressione di f (3 — 2x).

XU g RSSO S )&;14\1/(\’\10 3N AL NoN (1 Mo Sopvrn]

Xt ) e

Figura 3.10: Risposta studente quarta I'TIS

Notiamo che gli studenti in questione forse non hanno ben compreso la
richiesta della traccia, ma pur di scrivere qualcosa, uno studia la positivita
della funzione data e gli altri due studiano I'uguaglianza tra le due funzioni:
e questo un esempio della clausola di esigenza della giustificazione formale,
cioe lo studente tende a far uso dei dati numerici che ha per dare una risposta
formale in quanto la maggior parte hanno la concezione che in matematica

si devono fare solo dei calcoli.

QUESITO 3

Sia f(x) = fx—z- Scrivere 'espressione di f (3 — 2x).

2(1) - =(31)

Figura 3.11: Risposta studente quarta I'TIS

Qui lo studente confonde 1'operazione di composizione con quella di pro-
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dotto, che puo essere una lacuna che lui ha.

Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico

B non svolto
M risposta corretta

W risposta errata

Grafico relativo alle risposte delle classi quinte
dell'ITIS

B non svolto
B risposta corretta

¥ risposta errata
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Grafico relativo alle risposte della classe
quartadell'ITIS

B non svolto
B risposta corretta

W risposta errata

3.4 Quesito 4

. . SINT — COS T .
Il limite della funzione ——— , quando = — o0, €

x
a. 0

b. 1

¢. Un valore diverso dai precedenti
d. Non ¢ determinato

Motivare la risposta.

Soluzione. La risposta corretta e la lettera “a”. Infatti si ha

|sinx| +|cosz| |sinz| |cosz| o 2

()] < + <,

T T T T

dove evidentemente lim, , ., — =0
x

Si riscontra una sostanziale differenza tra le risposte degli studenti del Li-
ceo dei due indirizzi; in particolare per l'indirizzo sperimentale ben quindici
studenti su diciotto hanno risposto correttamente motivando che “le funzioni
seno e coseno sono funzioni limitate tra —1 e 1, quindi una quantita limitata
su oo va a 07; invece, tra gli studenti dell’indirizzo Tradizionale solo in sette

(su venticinque) hanno risposto correttamente e sedici hanno affermato che
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Per I'I'TIS, su trentuno studenti le risposte sono state le seguenti:
e otto hanno risposto correttamente;

e diciannove hanno detto che “il limite non ¢ determinato in quanto si
00
tratta di una forma di indecisione del tipo [—] e che, applicando il
00
Teorema di De L’Hopital, si ha ancora una forma indeterminata”;

. . . . @1 Sinl‘ 9
e alcuni hanno applicato il limite notevole “lim, ,q = 17 senza
x

rendersi conto del fatto che x — oo.

Riportiamo alcune delle risposte:

UESITO 4

- sin x—
Il limite della funzione -ﬂ, quando x — 400, &
x

a.
©
d.

c R o

n valore diverso dai precedenti
Non é determinato

Motivare la risposta.
LA Ripolp £ FoltHE" 1L UMAD0 DEL ofiminplite E JEC NVMEASE Sopy wwag] SPRAC §1 waran

MIDERNURE IR | el 1ork sl OF X

Figura 3.12: Risposta studente dell’'ITIS

00
Per questo studente sicuramente si tratta della forma indeterminata [—]
00
perche ha applicato la regola dei gradi tra numeratore e denominatore, ma
non si e reso conto che non si tratta di un rapporto tra funzioni polinomiali:

qual e il coefficiente della x al numeratore?
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QUESITO 4
sin x—cos x
imi ione ———— x -+, @ 4 A
Il limite della funzione . , quando x — g A

: _g>X = (4. 00\z40
onxa_ (X0 %= [4: )
X Sx ?‘7// \1(/‘

a. 0

b. 1

W Un valore diverso dai precedenti
d. Non é determinato

Motivare la risposta.

Figura 3.13: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Qui vediamo come spesso si utilizzano i limiti notevoli (anche sbagliati)
senza fare attenzione a cosa tende la variabile; questo vuol dire che molti
studenti non hanno ben capito il significato dei limiti notevoli e quando

vanno utilizzati.

QUESITO 4

) sinx—cos x R
Il limite della funzione —————, quando x — 4+, &
X

a. 0

b. 1

c. Unvalore diverso dai precedenti
X Non é determinato

Motivare la risposta.

..
L. M‘Mx—mx\ o Liw w-@‘k
x/\-—’:.\{’a X XS4 00 o0

Figura 3.14: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Si puo concludere che molti studenti quando si trovano di fronte dei li-
miti sentono 'obbligo di applicare tutte le regole di calcolo che conoscono
senza supporre dei ragionamenti che possono portare al risultato senza fa-
re calcoli. Inoltre, per molti vale I'errata convinzione che lim, ., sinx =
lim, ., ., cosx = 00, e cio puo essere dovuto anche al fatto che per la maggior
parte di essi ¢’e 'esigenza della giustificazione formale di una risposta senza
pensare che un limite puo non esistere; poi, il Teorema del Confronto ¢ stato

affrontato in maniera piu approfondita non solo dal punto di vista teorico ma
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anche applicativo solo nella classe del corso Potenziato del Liceo Scientifico,

in quanto sono stati gli unici ad applicarlo.

Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Potenziato

L k]
mh
Hc
md

W nessunarisposta

Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Tradizionale

3
Bb
Hc
ad

M nessunarisposta
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Grafico relativo alle risposte degli studenti
dell'ITIS

Ha
mp
Emc
md

B nessuna risposta

3.5 Quesito 5

B 2r +sinzx

Si consideri la funzione f(x) . Stabilire se si puo calcolare

© 2r +cosx
il lim per x — oo e spiegare se il calcolo puo essere effettuato ricorrendo al

Teorema di De L’Hopital.

sin x

2¢ +sinx 2+ T

Soluzione. lim, ., =lim, 00 —oosg =
2

2r — cosx

x
I1 calcolo di tale limite non puo essere effettuato ricorrendo al Teorema di De

L’Hopital in quanto viene meno una delle ipotesi, ossia

2+ cosx

hmm 0o N -
ﬂ 7T 9 4 sing

cioe non esiste il limite del rapporto delle derivate delle due funzioni.
Sicuramente questo e stato un quesito in cui la maggior parte degli studenti
di entrambe le scuole ha trovato difficolta.

Tra gli studenti del corso Potenziato del Liceo Scientifico su diciotto:

e quattro rispondono correttamente motivando anche il perche non e

possibile applicare il Teorema di De L’Hopital,

e undici affermano che ¢ possibile utilizzare il teorema;
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e uno non risponde correttamente;

e uno afferma che il limite non e calcolabile;

e uno non termina i calcoli.
Riportiamo di seguito le risposte di alcuni studenti di questa classe:

UESITO 5

2x+sinx
Tv—cosy Stabilire se si puo calcolare i limy s f(x) e spiegare se il

Si consideri la funzione f (x) =
2x—cos

calcolo puo essere effettuato ricorrendo al Teorema di De L'Hopital.
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Figura 3.15: Risposta studente Liceo Scientifico Potenziato

“ Quesiro s
St consideri |
a funzione = 2x+sinx ‘ o ) ,
f(x) Zx—cosx Stabilire se si puo calcolare if im0 f(x) e spiegare se il
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Figura 3.16: Risposta studente Liceo Scientifico Potenziato
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QuesiTo s

Si consideri | i 2xtsinz )
a funzione f(x) = Tr—cosy Stabilire se si puo calcolare if iy, f(x) e spiegare se il

calcolo puo essere effettuato ricorrendo al Teorema di De L'Hopital.
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Figura 3.17: Risposta studente Liceo Scientifico Potenziato

Per gli studenti del corso Tradizionale, invece, su venticinque:
e tre danno la risposta corretta;
e sette calcolano il limite affermando che e possibile applicare il teorema;

e dieci affermano che “non e possibile applicare il teorema” senza dare

una motivazione precisa;

e cinque iniziano a svolgere i calcoli senza portarli a termine.

QUESITO 5

2x+sinx

Si consideri la funzione f(x) = . Stabilire se si puo calcolare il limy... f(x) e spiegare se

2x—cosx
calcolo puo essere effettuato ricorrendo al Teorema di De L'Hopital.
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Figura 3.18: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale
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QUESITO 5

Si consideri la funzione flx) = Zxtsing
calcal R 2x—cosx
alcolo puo essere effettuato ricorrendo al Teorema di De L'Hdpital.

. Stabilire se si pud calcolare il limy_,, o, f(x) e spiegare se il
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Figura 3.19: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Questa e la risposta dello stesso studente che nel Quesito 4 ha utilizzato
i limiti notevoli ed e la conferma che non ¢ stato un errore di calcolo o di
distrazione, ma sicuramente non ricorda bene il limite notevole che coinvolge
il coseno.

Analizzando le risposte degli studenti dell'ITIS su trentuno studenti

uno risponde correttamente;

sette non svolgono il quesito;

undici affermano che “il limite non si puo calcolare perche applicando

A . . . &8
De L’Hopital si ha sempre una forma indeterminata —7;
00

cinque affermano che il teorema non puo essere usato;

i restanti non danno una risposta corretta.

Facendo un attento confronto tra tutte le risposte date si evince che, come
gia detto, molti studenti, essendo convinti che seno e coseno vanno a infinito
per x — 00, quando si trovano di fronte ad una forma indeterminata del
tipo [f] applicano il Teorema di De L’Hopital senza verificare se tutte le
ipotes(ixéono soddisfatte, cioe guardano solo il tipo di forma indeterminata e
se ¢'(z) # 0 senza controllare se effettivamente il limite del rapporto delle

derivate delle due funzioni esiste.
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Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Potenziato

B non svolto

B risposta corretta

W teorema applicabile
B limite non calcolabile
B nentermina i calcoli

B risposta errata

Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Tradizionale
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B teorema non applicabile

M nontermina i calcoli
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Grafico relativo alle risposte degli studenti
dell'ITIS

M non svolto

M risposta corretta

W teoremancn applicabile
M forma indeterminata

M risposta errata

3.6 Quesito 6

Il Teorema di Fermat afferma che:
se f e una funzione derivabile nel suo dominio, zy € un punto interno al
dominio ed & punto di minimo o di massimo per f , allora f’(x¢) = 0.
E noto che non vale il “teorema inverso”, ciod, da f'(zo) = 0 non segue
necessariamente che x( sia un punto di minimo o massimo per f.

Quale dei seguenti grafici illustra questo fatto?

YA

Soluzione. 1l Teorema di Fermat afferma che se f € una funzione definita
in un intervallo [a,b] e ¢ ¢ un punto di estremo relativo diverso da a e da b
in cui la funzione e derivabile, allora la tangente al grafico della funzione nel
punto ¢ deve essere orizzontale: cio € confermato dal grafico “c”.

Riguardo al seguente quesito gli studenti che hanno trovato maggiore dif-

ficolta sono stati quelli dell’ ITIS; infatti, la maggior parte di loro non lo ha
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[1P%)]

svolto, poi su trentuno sette hanno dato risposta “a”, sette "b” e otto “c”.
Tra gli studenti del Liceo Scientifico Tradizionale su venticinque ben dicias-
sette hanno risposto correttamente, cinque risposta “b”, due risposta “a”
e solo uno non ha svolto il quesito; gli studenti dell’indirizzo P.N.I. hanno
risposto tutti correttamente.

Dall’andamento di questo quesito si evince che probabilmente agli studenti
dell'ITIS il teorema di Fermat e stato presentato loro solo dal punto di vi-
sta teorico senza effettivamente spiegarne il vero significato, e quindi si sono

limitati a imparare a memoria 1’enunciato.

Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Potenziato

H non svolto
Ha
Bb

Hc

Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Tradizionale

H non svolto
Ha
Eb

Hc
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Grafico relativo alle risposte degli studenti
dell'ITIS

H non svolto
Ha
Hb

Hc

3.7 Quesito 7

La funzione f(z) = Inz — z soddisfa nellintervallo [1;e] le ipotesi del

teorema di Lagrange. Trovare i punti che soddisfano la tesi di tale teorema.

Soluzione. 1l Teorema di Lagrange, se sono soddisfatte le ipotesi, afferma

che esiste almeno un punto ¢ nell'intervallo (a;b) tale che
f() — f(a)
/ —
f (C) - b —q .
Determiniamo i punti della funzione data che soddisfano tale relazione:

fQ)=lnl-1=-1

fle)=lne—e=1—c¢

1
!/
-1
=11,
1 l1—e— (-1 2 -
quindi f'(¢) = — —1 = (per il teorema)= il ): Coc=e—1.
c e—1 e—1

Dalle risposte date dagli studenti, si nota che il teorema di Lagrange e stato

trattato come argomento, ma sicuramente non tutti sono abituati ad ap-
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plicarlo in esercizi del genere; infatti, in pochi hanno trovato il punto che
soddisfa la relazione del teorema, molti hanno scritto bene la formula e si
sono fermati al calcolo di f’(c) senza trovare ¢, altri ancora hanno scritto
bene la formula ma poi hanno fatto errori durante lo svolgimento dei calcoli,
due studenti dell'ITIS verificano se sono soddisfatte le ipotesi del teorema
limitandosi a trovare i punti solo teoricamente, nonostante la traccia affer-
mava che le ipotesi erano soddisfatte e non bisognava verificarle. Da notare
che tra gli studenti dell’ITIS di indirizzo Elettrotecnico su tredici undici non
hanno svolto I'esercizio e due hanno scritto di non ricordare il teorema; quin-
di, sicuramente I'argomento e stato trattato, ma forse sono stati fatti pochi
esempi in classe.

Mostriamo alcune risposte significative:

QUESITO 7

La funzione £ (x) = Inx — x soddisfa nellintervallo [1; €] le ipotesi del teorema di Lagrange. Trovare i punti

che soddisfano la tesi di tale teorema. A A )
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Figura 3.20: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

QUESITO 7 TG Eer
La funzione f(x) = Inx — x soddisfa nell'intervallo [1; e] le ipotesi del teorema di Lagrange. Trovare i punti
che soddisfano la tesi di tale teprema.
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Figura 3.21: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale
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QUESITO 7
La funzione f(x) = Inx — x soddisfa nell'intervallo [1; e] le ipotesi del teorema di Lagrange. Trovare i punti
che soddisfano la tesi di tale teorema. <t (- flin)
\{'._ g, byge o b 7
L M
$ere gz 24 (M- fo)
.f(c\ = -i__————
< . a-b
— b
1
' N
<X TR T

Figura 3.22: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Grafico relativo alle risposte degli
studenti del Liceo Scientifico Potenziato

M risposta corretta
m errorineicalcoli
® calcolaf'(x)

B non svolto
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Grafico relativo alle risposte degli studenti
del Liceo Scientifico Tradizionale

B non svolto
H risposta corretta
m errorineicalcoli
M calcolaf'ix)

M nonricordail teorema

Grafico relativo alle risposte degli
studenti dell'ITIS (indirizzo Elettrotecnico)

B non svolto
M risposta corretta
m errori nei calcoli
M calcolaf'(x)

® verificale ipotesi del teorema
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Grafico relativo alle risposte degli
studenti dell'ITIS (indirizzo Meccanico)

® non svolto
M risposta corretta

H nonricordail teorema

3.8 Quesito 8

Verificare che la derivata di f(x) = e” + z & positiva in tutto il dominio

di f. Dedurre che f e invertibile nel suo dominio dandone una spiegazione.

Soluzione. Calcoliamo la derivata della funzione f:
fl(x) =e"+1,

essa e sempre positiva nel suo dominio perche somma di funzioni positive,
quindi f e strettamente crescente, ovvero invertibile nell’intero dominio.

Il numero di risposte corrette ¢ abbastanza differente tra i due indirizzi sco-
lastici e suppongo perche il concetto di invertibilita non viene trattato molto
negli istituti tecnici se non solo come definizione di funzione invertibile. In-
fatti, su trentuno studenti solo uno risponde correttamente e disegna anche il
grafico della funzione, e sicuramente ¢ da li che deduce che la funzione data e
invertibile; ben dodici studenti non svolgono 1’esercizio, undici si limitano a
calcolare la derivata della funzione affermando che “la funzione appartiene al
dominio”, quindi scambiano il concetto di dominio con quello di codominio,
solo in quattro verificano la positivita della derivata.

Riguardo al Liceo Scientifico c¢’e differenza delle risposte tra i due indirizzi;



62

3. Il Questionario

infatti, tra gli studenti del corso Potenziato ben sedici su diciotto rispondono
correttamente e solo due verificano soltanto che la funzione data ha derivata
positiva; tra gli studenti del corso Tradizionale su venticinque tredici rispon-
dono correttamente, dieci verificano che la derivata e positiva, uno non svolge
I’esercizio e un altro non risponde correttamente.

Seguono alcune delle risposte date:

QUESITO 8
Verificare che la derivata di f(x) = e* + x & positiva in tutto il dominio di f. Dedurre che f ¢ invertibile
nel|suo dominio d;ndone una spiegazione. . ,(‘\ )g .\\:\\v
P S
g(x)>(; . I EXS) '
e<> -1
\ *ém
_ c o N0 QNTL Dy
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Figura 3.23: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

QUESITO 8

Verificare che la derivata di f (x) = e* + x & positiva in tutto il dominio di f. Dedurre che f & invertibile
nel suo dominio dandone una spiegazione.
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Figura 3.24: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Notiamo qui come lo studente in questione ha confuso la f con la f’.
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Grafico relativo alle risposte degli
studenti del Liceo Scientifico Potenziato

H non svolto
M risposta corretta

W verificache '{x} & positiva

Grafico relativo alle risposte degli studenti
del Liceo Scientifico Tradizionale

M non svolto
W risposta corretta
W verificache f'[x) & positiva

M risposta errata
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Grafico relativo alle risposte degli studenti
dell'ITIS

B non svolto

M risposta corretta

m verifica che f'(x) & positiva
M calcolaf(x)

M calcolail dominio di fix)

M risposta errata

3.9 Quesito 9

1
Verificare che la derivata di f(z) = e — — & positiva in tutto il dominio

x
di f. Notare che, tuttavia, f non e invertibile nell’intero dominio. Dare una
motivazione, spiegando quali sono le ragioni per le quali si giunge qui a una

conclusione opposta rispetto a quella del QUESITO 8.

Soluzione. Innanzitutto notiamo che il dominio della funzione data f e
D = (—o0;0) U (0; 4+00).

Calcoliamo la derivata della funzione f:
flla) = e+
22’
quindi Df/ = Df.
f'(x) & positiva in tutto il dominio perché somma di funzioni postive, ma a

differenza del QUESITO 8, la funzione f non e invertibile in tutto il dominio

perche in esso non ¢ iniettiva:
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Figura 3.25: Grafico di f(z)

Essa ¢ invertibile negli intervalli (—oo;0) e (0; +00).

Viste le risposte del quesito 8, mi aspettavo che riguardo al quesito 9 la
maggior parte degli studenti dell’ITIS lasciasse 1’esercizio in bianco e cosi ¢
stato; in particolar modo, di un’intera classe su tredici studenti ben dodici
non I’hanno svolto e uno studente ha cercato di calcolare la derivata ma in

maniera sbhagliata:
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QUESITO 8

Verificare che la derivatadi f(x) = e” — ;e positiva in tutto il dominio di f Notare che, tuttavia, f non e
-

invertibile nell'intero dominio. Dare una motivazione, spiegando quali sono le ragioni per le quali si giunge

qui a una conclusione opposta rispetto a quella del QUESITO 8.

J(x) - €x"“; D= ¥x #0
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Figura 3.26: Risposta studente dell’ITIS

Riguardo la classe di indirizzo Meccanico ben quattordici su diciotto non
hanno svolto I'esercizio, ma almeno in quattro hanno calcolato la derivata

della funzione f, tra questi uno studente ha eseguito il seguente calcolo:

QUESITO S

Y

invertibile nell'intero dominio. Dare una motivazione, spiegando quali sono le ragioni per le quali si giungs

quiauna conclusione opposta rispetto a quella del QUESITO 8.

< -1
FIC’:\:Q +w +¢C
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Figura 3.27: Risposta studente dell’ITIS

Dai calcoli svolti si puo notare che forse gli studenti hanno iniziato a
studiare le regole di integrazione e adesso fanno confusione tra il calcolo di
derivate e di integrali.

Per gli studenti del Liceo Scientifico la situazione e stata diversa.

Tra quelli del corso Potenziato:
e quattordici hanno svolto correttamente il quesito;
e tre hanno verificato che la funzione avesse derivata positiva;
e uno non ha svolto 'esercizio.

Per I'indirizzo Tradizionale, invece, su venticinque studenti:



3.9 Quesito 9

67

e tredici hanno verificato la positivita della derivata della funzione;
e sette hanno svolto correttamente 1’esecizio;
e due hanno calcolato solo la derivata;

e due non hanno svolto il quesito;

e uno ha dato la seguente risposta errata senza arrivare ad una conclu-
sione:

QUESITO 9

Verificare che la derivata di f (x) = e* — 3 & positiva in tutto il dominio di f. Notare che, tuttavia, f non &
invertibile nell'intero dominio. Dare una motivazione, spiegando quali sono le ragioni per le quali si giunge
qui a una conclusione gpposta rispetto a quella del QUESITO 8.
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Figura 3.28: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Grafico relativo alle risposte degli
studenti del Liceo Scientifico Potenziato
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Grafico relativo alle risposte degli
studenti del Liceo Scientifico Tradizionale
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Grafico relativo alle risposte degli
studenti dell'lTIS (indirizzo Elettrotecnico)

B non svolto
H rizposta corretita

@ risposta errata

3.10 Quesito 10

-z z€]0,]1]
Considera la seguente funzione f(z) = :
x x € [-1,0]

Dire se f ha massimo o minimo. Cio contraddice il Teorema di Weierstrass?

Soluzione. 1l grafico della funzione data ¢ il seguente:
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[

=1 bl = - o

Figura 3.29: Grafico f(x)

pertanto, la funzione assume il massimo per x = 0 e il minimo per x = —1.
Anche se la funzione non e continua in x = 0, essa assume comunque mas-
simo e minimo nellintervallo di definizione [—1;1]. Cio non contraddice il
Teorema di Weierstrass perche la condizione di continuita posta nelle ipotesi
del teorema ¢ una condizione sufficiente, ma non necessaria.

In altre parole: una funzione continua in un intervallo chiuso e limitato am-
mette sicuramente massimo e minimo, viceversa il fatto che una funzione sia
discontinua non implica necessariamente che essa non possa avere massimo
€ minimo.

Tutti gli studenti di entrambi gli indirizzi dell'ITIS non hanno svolto 1'e-
sercizio, alcuni hanno scritto esplicitamente di non aver fatto il Teorema di

Weierstrass:
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TO 10
YES] 1—-x se x€[0,1]
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" ice il Teorema di Weierstrass?
inimo. Cio contraddice i
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Figura 3.30: Risposta studente ITIS

Per quanto riguarda il Liceo Scientifico, i risultati ottenuti si differenziano
notevolmente a seconda dell’indirizzo e si puo notare che la maggior parte
non e riuscita a dare una motivazione ben precisa, infatti le risposte date sono
abbastanza varie. Nello specifico tra gli studenti del corso Potenziato dieci
su diciotto hanno risposto correttamente dando anche una valida e attenta
motivazione, uno solo non ha svolto il quesito, uno ha soltanto calcolato la
derivata senza motivare, due studenti hanno disegnato il grafico della funzio-
ne e mostrato che presenta un massimo e un minimo, invece, tra i restanti le

risposte sono state le seguenti:

e la funzione non ammette massimi e minimi in quanto la derivata non

si annulla mai e questo non contraddice il teorema;

e la funzione ha massimo e minimo ma il teorema & contraddetto in quan-

to cade l'ipotesi di continuita della funzione in x = 0;

e il teorema non e applicabile perche la funzione non e continua nell’in-

tervallo.

Per gli studenti del corso Tradizionale su venticinque nessuno da una risposta
corretta; sono tre gli studenti che affermano che la funzione, nonostante
abbia derivata costante, ha il massimo e il minimo e che il teorema non e
contraddetto perche non e applicabile; quattro non svolgono l’esercizio; poi

c’e chi ha calcolato il massimo e il minimo; chi solo uno dei due, e i restanti
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danno le stesse motivazioni viste per gli studenti dell’indirizzo sperimentale.

Grafico relativo alle risposte degli studenti del Liceo
Scientifico Potenziato
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Grafico relativo alle risposte degli
studenti dell'ITIS
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Si conclude che il teorema di Weierstrass non e stato presentato agli stu-
denti dell’ITIS nonostante & presente sul loro libro di testo, e forse sara stata
una scelta degli insegnanti; invece, il teorema e stato studiato dagli studenti
del Liceo ma per la maggior parte di loro non e ben chiara la differenza tra
condizione necessaria e condizione sufficiente, lacuna che si portano avanti

sicuramente dai primi anni del liceo.

3.11 Quesito 11

La carica che attraversa la sezione di un conduttore e espressa in funzione
del tempo dalla funzione ¢(t) = 3e~*(sint+cost). Determina 'intensita della

corrente in funzione del tempo.

Soluzione. L’intensita di corrente per definizione ¢ i(t) = ¢'(t), quindi nel
seguente caso si ha che i(t) = ¢/(t) = —6e ' sint.

Devo dire che le risposte al quesito non sono state positive per entrambe le
scuole, nonostante bastava calcolare la derivata di una funzione composta.
Forse potevo aspettarmi un quesito non svolto dagli studenti dell’'TTIS, sep-
pur siano di indirizzo Meccanico e Elettrotecnico, ma non da quelli del liceo

che studiano le applicazioni dell’analisi matematica alla fisica, anche in vista
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della seconda prova della maturita.

In particolare, per gli studenti dell’ITIS il quesito non ¢ stato svolto dalla
maggior parte, ma c’e¢ una differenza tra i due indirizzi: nella classe di in-
dirizzo Meccanico su diciotto solo due studenti hanno svolto correttamente
il quesito, mentre i restanti I’hanno lasciato in bianco e alcuni di essi hanno
anche scritto di non aver trattato I’argomento.

Nella classe di indirizzo Elettrotecnico, invece, su tredici dodici non hanno
svolto 'esercizio e solo uno ha scritto che I'intensita di corrente e data dalla
derivata della quantita di carica ma ha calcolato erroneamente la derivata

senza osservare che si trattava di un prodotto di funzioni:

QUESITO 11
La carica che attraversa la sezione di un conduttore & espressa in funzione del tempo dalla funzione
q(®) = 3e~(sint + cos t). Determina l'intensita della corrente in funzione del tempo.

'MOE 3¢ (oot -20nt)
Figura 3.31: Risposta studente I'TIS

Per il Liceo Scientifico, invece, nella classe Potenziata dieci studenti su
diciotto hanno svolto il quesito correttamente, quattro lo hanno lasciato in
bianco e gli altri quattro hanno fatto errori nei calcoli:

QUESITO 11

La carica che attraversa la sezione di un conduttore ¢ espressa in funzione del tempo dalla funzione
q(t) = 3e~'(sint + cost). Determina I'intensita della corrente in funzione del tempo.

—t )
. -3 QOST - Sunk)
)= é& = __Q—L__M__ = _ 5,&:0&- Qi)
——q dt 4 &

Figura 3.32: Risposta studente Liceo Scientifico Potenziato
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QUESITO 11

La carica che attraversa la sezione di un conduttore é espressa in funzione del tempo dalla funzione
q(t) = 3e”"(sint + cost). Determina I'intensita della corrente in funzione del tempo

L= il < - 7)?.t/l"/'t)‘)[”"'t*”""’t) + %€ :’/‘:\, k. ;m.'\
s

e [t - mnl - Iuiny (it ant)

Figura 3.33: Risposta studente Liceo Scientifico Potenziato

Per l'indirizzo Tradizionale, su venticinque solo in nove hanno risposto
correttamente, sempre in nove non lo hanno svolto, in due hanno scritto solo

la formula teorica e in cinque hanno fatto errori nei calcoli:

QUESITO 11

La carica che attraversa la sezione di un conduttore é espressa in funzione del tempo dalla funzione
q(t) = 3e~(sint + cost). Determina I'intensita della corrente in funzione del tempo

t feont - T + Ve e t)
Le)= q'M:Se"(/mtfthae (cort-mant) s 28 (it veasticon t-o

Figura 3.34: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Sicuramente all'ITIS gli insegnanti si sono soffermati poco sulle appli-
cazioni alla fisica del concetto di derivata o spesso si mette in evidenza il
legame tra derivata, velocita e accelerazione di un punto materiale piuttosto
che quello tra quantita di carica e intensita di corrente; quindi, come giusta-
mente hanno scritto in molti, ’argomento non sara stato trattato. E bene
ricordare, pero, che le classi dell’istituto tecnico sono di indirizzo Meccani-
co ed Elettrotecnico, quindi sicuramente sanno cos’¢ l'intensita di corrente.
Infatti, tralasciando gli errori di calcolo, tre studenti hanno affermato che
I'intensita di corrente ¢ data dalla derivata della quantita di carica. Pos-
siamo dire che questi tre studenti hanno sviluppato una loro competenza,
cioe hanno saputo cogliere il collegamento di uno stesso concetto tra due
materie differenti: € questo un esempio di transfer cognitivo, che nella fase di
apprendimento si verifica quando una determinata acquisizione precedente ¢

in grado di influenzare un apprendimento successivo da parte del medesimo



76 3. Il Questionario

individuo. Non e per niente scontato per gli studenti fare certi collegamenti
se un insegnante non aiuta a saperli cogliere; infatti gli studenti che hanno
scritto di non aver svolto I’argomento non ¢ perche loro hanno dimenticato
cio che hanno studiato precedentemente in un’altra materia, ma ¢ perche

I'insegnante non ha fatto cogliere loro il collegamento.

Grafico relativo alle risposte degli studenti
del Liceo Scientifico Potenziato

= non svolto
M risposta corretta

M errorineicalcoli

Grafico relativo alle risposte degli studenti
del Liceo Scientifico Tradizionale

N non svolto
B risposta corretta
W errorineicalcoli

B scrive la formula
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Grafico relativo alle risposte degli
studenti dell'ITIS (indirizzo
Elettrotecnico)

H non svolto

H risposta corretta

Grafico relativo alle risposte degli
studenti dell'ITIS (indirizzo Meccanico)

= non svolto
B risposta corretia

® errore neicalcoli

3.12 Quesito 12

Si consideri la funzione f(x) = log,x + z%. Mostrare applicando il
Teorema degli zeri che nell’intervallo I = [Z_l’ 1] ¢’¢ almeno una soluzione

dell’equazione f(z) = 0. Stabilire se la soluzione ¢ unica.

Soluzione. La funzione data ¢ continua e definita in un intervallo chiuso

e limitato; assume valori di segno opposto agli estremi dell’intervallo:
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1 1
f(Z):_2+1_6<0
f(1)y=1>0.

Di conseguenza, per il Teorema di esistenza degli zeri, la funzione ammette
almeno uno zero nell’intervallo I = [Z’ 1]. Inoltre, la funzione ¢ strettamente
crescente; quindi, la soluzione dell’equazione f(z) = 0 ¢ unica.

Come per il quesito riguardante il teorema di Weierstrass anche per que-
sto quesito c¢’e una differenza notevole tra le due scuole.
La maggior parte degli studenti dell’'ITIS non ha svolto I'esercizio; in parti-
colare, nella classe di indirizzo Meccanico su diciotto solo tre studenti hanno
svolto il quesito affermando che “le ipotesi del teorema degli zeri sono sod-
disfatte quindi il teorema ¢ applicabile” ma non hanno detto nulla riguardo
I'unicita della soluzione; e curioso che in questa classe tra i restanti quindici
studenti che non hanno svolto il quesito alcuni hanno scritto addirittura di
non aver fatto il teorema: ma come mai tre studenti sono a conoscenza del

teorema’?

QUESITO 12

si consideri la funzione f(x) = log, x + x? . Mostrare applicando il Teorema degli zeri che nell’intervallo

1= [1; 1] ¢’& almeno una soluzione dell’equazione f(x) = 0. Stabilire se la soluzione & unica.

4 Aon CARRINND TR0

Figura 3.35: Risposta studente ITIS (indirizzo Meccanico)

Invece, per la classe di indirizzo Elettrotecnico tutti e tredici gli studenti
non hanno svolto il quesito, ma e stata curiosa la risposta di uno di loro che
riportiamo di seguito: lo studente non ha capito la richiesta della traccia o
non ricordava il teorema, ma pur di scrivere qualcosa ha fatto dei calcoli;

anche qui abbiamo un esempio di esigenza della giustificazione formale.
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QUESITO 12

Si consideri la funzione f (x) = log, x + x? . Mostrare applicando il Teorema degli zeri che nell'intervallo

1 . . ’ . m 2 N .
1= [;; 1] c’é almeno una soluzione dell’equazione f(x) = 0. Stabilire se la soluzione & unica.
/

/kéxldﬁ J/’(OV ;/Aljm't 5_145_3 .
3

1

Figura 3.36: Risposta studente ITIS (indirizzo Elettrotecnico)

Per gli studenti del Liceo Scientifico la situazione e diversa. Dalle risposte
date si evince che il teorema e stato trattato, ma sicuramente alcuni non lo
ricordavano bene. In partricolare, per gli studenti dell’indirizzo Tradizionale
su venticinque nessuno ha risposto ad entrambe le domande del quesito, in
sette hanno verificato ’applicabilita del teorema, in due hanno affermato che

la soluzione e unica, di cui uno graficamente

QUESITO 12

Si consideri la funzione f(x) = log, x + x? . Mostrare applicando il Teorema degli zeri che nell’intervallo

1= E; 1] c’é almeno una soluzione dell’'equazione f(x) = 0. Stabilire se la soluzione & unica.
= 2 P L
\.(ﬂhf;af* . 2 ) z
7 W K tR" = O —O© L\: s
2

T A SouutanE CE, €D T UN

Figura 3.37: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

e l'altro ha dato la seguente risposta

QUESITO 12

Si consideri la funzione f(x) = log, x + x? . Mostrare applicando il Teorema degli zeri che nell'intervallo
I= E; 1] c’e almeno una soluzione dell’equazione f (x) = 0. Stabilire se la soluzione & unica.

- < . Tneer
?C%) & connua, seeelmienalo L eowde’d damune € x>0 elne

h ] 2 c 3 i b {3
o ST seme. o lTee € detable non Qresmlcmdg {)mct von dewwab(

Y % v —FCOB - 410, la solotone £'ouce,

Figura 3.38: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale
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Dei restanti, sei studenti hanno iniziato a fare calcoli, ma hanno lasciato
I’esercizio incompleto, sei non hanno svolto l’esercizio, due hanno risposto
in maniera errata e altri due hanno calcolato solo f(a) ed f(b) senza trarre

conclusioni.

UESITO 12

Si consideri la funzione f(x) = log, x + x2 . Mostrare applicando il Teorema degli zeri che nell’intervallo

I = [l; 1] ¢’& almeno una soluzione dell’equazione f(x) = 0. Stabilire se la soluzione & unica.
4
2 £ ’X
C(x\z ﬂ,}?.‘)(kx X’['«‘

£ o 2> Do ox kX' = 09 XX

Figura 3.39: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Per gli studenti del Potenziato invece, su diciotto sette hanno dato una
risposta corretta dimostrando 1'unicita della soluzione o graficamente o per
la monotonia della funzione, otto studenti hanno verificato che il teorema &
applicabile, uno ha lasciato il quesito incompleto e due non lo hanno svolto.
Devo dire che nella media il quesito ¢ andato meglio per gli studenti dell’in-
dirizzo sperimentale del Liceo e sicuramente questo ¢ dovuto al fatto che i
ragazzi sono stati abituati ad applicare i teoremi e non solo a studiarli teo-
ricamente, a disegnare i grafici per studiare particolari equazioni; infatti, a
differenza loro, molti studenti dell’indirizzo Tradizionale si sono cimentati
nel tentativo di risolvere algebricamente log, v = —z? senza giungere ad una

conclusione, spesso commettendo errori grossolani.

QUESITO 12

Si consideri la funzione f(x) = log, X + x* . Mostrare applicando il Teorema degli zeri che nell'intervallo

| = l% ] ll ¢'® almeno una soluzione dell'equazione f(x) = 0. Stabilire se la soluzione & unica.

oGt ()%7( ) =O

Qe
“/ Kl- ) S
. /%( 20 2% SR ~&

1

Figura 3.40: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale
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QUESITO 12
nell'intervallo

Si consideri la funzione f(x) = log, x + x? . Mostrare applicando il Teorema degli zeri che

1 ; . il i & unica.
=3 ’a ! = 0. Stabilire se la soluzione
1 L, l] c’é almeno una soluzione dell equazlon? fx) = oot .

e Rmewo Lo o

8
x2 4000 == -» x= o

_ A
QUESITO 13 »x = Py Y - )
i X=
Indira nuale delle seguenti funzioni verifica il Teorema di Rolle nell'intervallo [a;b] e perché. 2 ;bt:-

Figura 3.41: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Potenziato

B non svolto
M risposta corretta
" verificale ipotesi delteorema

H incompleto

Grafico relativo alle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Tradizionale

H non svolto

M risposta corretta

® verificale ipotesi delteorema
H |asoluzione & unica

W incompleto

B calcolafia) e fib)

M risposta errata
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Grafico relativo alle risposte degli studenti
dell'ITIS (indirizzo Elettrotecnico)

H non svolto

H risposta corretta

Grafico relativo alle risposte degli studenti
dell'lTIS (indirizzo Meccanico)

B non svolto
M risposta corretta

" verifica le ipotesi del teorema

3.13 Quesito 13

Indica quale delle seguenti funzioni verifica le ipotesi del Teorema di Rolle
nell'intervallo [a; b] e perché. Segna nel grafico il punto (o i punti) in cui vale

la relazione del teorema.
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Figura 3.42:

Soluzione. La funzione che verifica le ipotesi del Teorema di Rolle ¢ quella
rappresentata in “a”; infatti la funzione & continua in [a;b] ed f(a) = f(b).
I punti in cui si verifica la relazione del teorema sono quelli che presentano
una tangente orizzontale.

Indirettamente il quesito faceva due richieste: verificare quale dei tre gra-
fici rappresentava il Teorema di Rolle e segnare poi i punti che soddisfavano
la tesi del teorema.

Sono stati in pochi gli studenti che hanno risposto ad entrambe le domande,
molti hanno solo indicato quale fosse il grafico in cui era applicabile il teore-

ma e non hanno segnato i punti, altri hanno sbagliato ad individuare i punti,

e tra questi ¢’e chi ha segnato i flessi o chi gli estremi dell’intervallo:

QUESTO 13 B0, 0n wese Ru b P2 o o SCeLEo x €t
7 ‘\\
Indica quale delle seguenti funzioni verifica il Teorema di Rolle hell'intervallo [a;b] e perche
Segna nel grafico il punto (o i punti) in cui vale la relazione del teorema.
y’ v y 9]

. /
W | \

353 J| 3 bx o 3 T X
b '3

|

Figura 3.43: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale
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QUESITO 13
Indica quale delle seguenti funzioni verifica il Teorema di Rolle nell'intervallo [a;b] e perché.

Segna nel grafico il punto (o i punti) in cui vale la relazione del teorema.

Mm fa/b]
_ DRADbiE QUL et fu JdibL

pCa)= @ Cb)
Figura 3.44: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

QUESITO 13

Indica quale delle seguenti funzioni verifica il Teorema di Rolle nell'intervallo [a;b] e perché.

Segna nel grafico il punto (o i punti) in cui vale la relazione del teorema.

¥ * M ¥ b
\ . N A
Vit y \ Al
A\ \ // \
i fN
/\/z’\ > "[ ‘/’ M
) X —‘I 3 bx o3 B X
|
t a b 4
\/
Lo ymwﬂ@ <
J . .
cont il o bile i At
. . o
€ L nene Juante e ’W‘f”x,(‘

Sl i BRI oy

Figura 3.45: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale
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UESITO 13

Indica quale delle seguenti funzioni verifica il Teorema di Rolle nell’intervallo [a;b] e perché.

Segna nel grafico il punto (0 i punti) in cui vale la relazione del teorema.

W&ﬁl ﬂ\ml& o

Ll M«& ?«vzwg Jove  omorg  condimt @ deivle whle  altimtoralls [M’:\)‘]‘N .
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melk 7”*{“‘0 b:ae b o Juon 20 MN)M f/’“’}""")’ Refte pe g
7 ';j’/”& . b v v T ome o Ligelor A
me w0 ¢ oac L |

ﬂofl( ~ r{l““
Figura 3.46: Risposta studente ITIS

Sostanziali sono le differenze tra le due scuole e, a loro volta, tra le due
classi delle rispettive scuole; infatti, gli studenti della classe sperimentale del
Liceo Scientifico hanno risposto tutti correttamente di cui sei perd non hanno
segnato i punti sul grafico; per gli studenti dell’indirizzo Tradizionale, invece,
su venticinque ce ne sono stati diciassette che hanno risposto correttamente
tra chi ha segnato i punti e chi no, quattro studenti non hanno svolto 1’eser-
cizio, tre hanno sbagliato ad individuare i punti e uno ha sbagliato risposta.
Per le classi dell'ITIS, sono stati pochi coloro che hanno svolto 1’esercizio;
nella classe di indirizzo Elettrotecnico su tredici solo in tre hanno risposto
correttamente di cui due non hanno segnato i punti; per la classe di indiriz-
z0 Meccanico su diciotto, invece, undici hanno risposto correttamente, e tra
questi, sei non hanno individuato i punti sul grafico, poi cinque studenti non
hanno svolto I'esercizio.

Si puo dedurre che il Teorema di Rolle e stato studiato, molti hanno anche
riportato le ipotesi del teorema, pero la maggior parte non ha ben compreso
cosa volesse significare la relazione del teorema f’(¢) = 0, ovvero che i punti
che soddisfano tale relazioni sono punti a tangente orizzontale e quindi non

hanno colto il significato del teorema di cui ricordano I’enunciato a memoria.
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Grafico relativo alle risposte degli studenti
del Liceo Scientifico Potenziato
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Grafico relativo alle risposte degli studenti
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Grafico relativo alle risposte degli studenti
dell'ITIS (indirizzo Meccanico)
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Grafico relativo alle risposte degli studenti
dell'ITIS (indirizzo Elettrotecnico)
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3.14 Quesito 14

1
Calcola la derivata della funzione f(z) = arctanx + arctan—. Quali
x
conclusioni ne potete trarre per la f(z)? La funzione ¢ costante? Se si, quale

¢ la costante?

Soluzione. La funzione f ¢ definita in R — {0} e
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1 1 1 .
:1—|—x2+ 1(—;):0perogn1x7ﬁ0.

1+

f'(x)

Non si puo tuttavia concludere che f sia una funzione costante poiche R—{0}
non e un intervallo, quindi non e applicabile il Teorema 2.2.11. Si puo pero
affermare che f e costante in ciascuno dei due intervalli (—o0,0) e (0, +00)
in cui il teorema ¢ applicabile. Per sapere quanto valgono le costanti basta

calcolare il valore di f in un “punto comodo”; per esempio:

T T T
1) = arctan 1 tanl=—-—+4+ - = —
f(1) = arctan 1 4 arctan 4—1—4 5
f(—=1) = arctan —1 + arctan —1 = Tﬂ + Tﬂ = TW ,
Dunque,
1 T x>0
f(x) = arctan x + arctan — = %W :
r 7 x <0

Per quest’ultimo quesito le risposte degli studenti sono state abbastanza
differenti; in particolar modo la differenza tra le due scuole e stata che gli
studenti dell'ITIS hanno calcolato la derivata della funzione senza dedurre
nulla, invece gli studenti del Liceo hanno provato a dire qualcosa in piu
riguardo questa funzione che ha derivata nulla. Le risposte sono state le

seguenti:

e f/(x) =0, quindi la funzione & costante e k = 0;

e non ¢ possibile applicare il Teorema di Lagrange o la prima conseguenza
di tale teorema per affermare che la funzione ¢ costante perche il suo
dominio D = R — 0 non ¢ un intervallo (nonostante lo studente in

questione calcola il valore delle costanti);
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QUESITO 14

1 : G
Calcola la derivata della funzione f (x) = arctanx + arctan-. Quali conclusioni ne potete trarre per la

£ (x)? La funzione & costante? Se si, quale & la costante?

f |
( [ |

- — =2 o
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Figura 3.47: Risposta studente Liceo Scientifico Potenziato

e pur se la funzione ha derivata nulla, non e costante perche non
continua in x = 0.

QUESITO 14

i " P
Calcola la derivata della funzione f(x) = arctanx + arctan = Quali conclusioni ne potete trarre per la
£ (x)? La funzione & costante? Se si, quale & la costante?

A A 4 A 4.@ A
&~ A +/u(ix )"&R‘): A +>%—/E @
$~ X{J;Q —OD_:@—.S(O}
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Figura 3.48: Risposta studente Liceo Scientifico Potenziato

Vediamo altre risposte significative:

D’
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QUESITO 14
e A4©

. i 1 . G
Calcola la derivata della funzione f(x) = arctanx + arctan . Quali conclusioni ne potete trarre per la

f(x)? La funzione & costante? Se si, quale & la costante?
\ =
X "S‘(OJ = ;»k Cb’) =D ¥ e S

Di coecoume s g (g SRR ek

AB FOWBOE © O3mani N
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Figura 3.49: Risposta studente Liceo Scientifico Potenziato

QUESITO 14

" . 1
Calcola la derivata della funzione f(x) = arctanx + arctan - Quali conclusioni ne potete trarre per la

f(x)? La funzione & costante? Se si, quale & la costante?

j7c1/ 1 e 2 ‘%L i;‘%A//fjix/:
\C¢ == = -+~ — o = > / />"/I 4
‘ Y A = K™
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— + 1
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Figura 3.50: Risposta studente Liceo Scientifico Potenziato
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QUESITO 14

Calcola la derivata della funzione f (x) = arctanx + arctan % Quali conclusioni ne potete trarre per I3

f(x)? La funzione & costante? Se si, quale & la costante?
—~
T
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Akt x4 K Tex x

'Q(X\ re %JM‘M(" confomde (M/@WAMW Lo €'(x\ ¢ 20

Lo . R AT (‘,{\.«\t
G(K\?K“> cfuww@uw anohoe oA X € Q@ \Cﬁ\#( -
Do xeR[ Ko AxNo =S DeL Yy o

Figura 3.51: Risposta studente Liceo Scientifico Tradizionale

QUESITO 14

1 ) -
Calcola la derivata della funzione f(x) = arctanx + arctan_. Quali conclusioni ne potete trarre per la
£(x)? La funzione & costante? Se si, quale & la costante?

(l’/’;\" — + -  Jonx _ ir"L *._'(/,V'x
¢ P /L(l) A4 =

Figura 3.52: Risposta studente ITIS (Meccanico)
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QUESITO 14

2 i ioni la
i = —. Quali conclusioni ne potete trarre per
Calcola la derivata della funzione f (x) = arctanx + arctan_. Q

i & 3} E ante?
F(x)? Lafunzione & costante? Se si, quale & la costan

-

€ CosTANTE foo - ou% x+ 2

Figura 3.53: Risposta studente ITIS (Meccanico)

Sono stati sorprendenti i risultati degli studenti dell’indirizzo Potenziato:
durante questo lavoro di tesi sperimentale, ho seguito le lezioni in questa
classe e il quesito proposto € stato presentato loro come esempio dall’inse-
gnante dopo aver spiegato la prima conseguenza del teorema di Lagrange;
poi, un esercizio del tutto analogo gli e stato proposto nella verifica fatta
pochi giorni prima del questionario e anche 1i hanno trovato difficolta; in-
fatti, & venuto fuori che per la maggior parte di loro non era ben chiaro che
il dominio R — {0}, non essendo un intervallo, fosse possibile spezzarlo in
intervalli in cui la funzione risulta continua e costante.

Dalle risposte degli studenti dell’ITIS, si evince come loro sono abituati alle

tecniche di calcolo; infatti, hanno calolato solo la derivata della funzione.

Grafico delle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Potenziato

® non svolto
B risposta corretia

" calcolaf'({x) ma f non &
costante

B calcolaf'({x) ma sbaglia ad
applicare il teorema

® errorineicalcoli
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Grafico delle risposte degli studenti del
Liceo Scientifico Tradizionale

N non svolto

B risposta corretta

o calcolaf'(x)

u errorineicalcoli

H nontermina i calcoli
B costante nulla

B f& costante

Grafico delle risposte degli studenti
dell'lTIS (indirizzo Meccanico)

H non svolto
H calcolaf'(x)

M errorineicalcoli
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Grafico delle risposte degli studenti
dell'ITIS (indirizzo Elettrotecnico)

M non svolto
M calcolaf'(x)

M risposta errata



Conclusioni

Lo scopo di questo lavoro di tesi sperimentale e stato quello di analiz-
zare le difficolta legate all’insegnamento dell’Analisi Matematica, tenendo in
considerazione i diversi aspetti del percorso formativo compiuto dagli stu-
denti. Vi sono ostacoli legati alla complessita dei concetti matematici che
accomunano tutti gli studenti. In particolare, ¢ emerso come le maggiori
difficolta non risiedano nel calcolo o nelle applicazioni di procedimenti ma-
tematici standard, ma nella reale comprensione del concetto. E su questo
difficile obiettivo che si deve quindi concentrare 1’azione didattica, al fine di
apportare un significativo contributo nell’acquisizione di competenza da par-
te dell’allievo.

Il Test a cui sono stati sottoposti gli studenti delle due diverse scuole com-
prendeva appositamente quesiti sia teorici che pratici in quanto, come e poi
emerso dall’analisi delle risposte, mi aspettavo una differente preparazione
degli studenti per la teoria e per la pratica.

Per quanto riguarda la parte di teoria possiamo dire sicuramente che all’
Istituto Tecnico gli insegnanti si sono limitati a presentare o a dare mag-
giore importanza soltanto ai teoremi fondamentali dell’analisi matematica;
infatti, abbiamo visto che alcuni quesiti teorici non sono stati proprio svolti
dagli studenti dell'TTIS perche non erano a conoscenza di alcuni teoremi. Per
quanto riguarda, invece, i teoremi fondamentali possiamo dire che la prepara-
zione tra gli studenti dell’Istituto Tecnico e gli studenti del Liceo Scientifico
di indirizzo Tradizionale ¢ quasi allo stesso livello. Sicuramente diversa e la

formazione degli studenti del Liceo Scientifico Potenziato: dalle loro risposte
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e emerso, infatti, che sono stati abituati non solo a imparare a memoria de-
finizioni, enunciati, ipotesi e tesi dei teoremi, ma a capire il vero significato
dei concetti teorici, delle relazioni espresse dai teoremi in modo poi da essere
in grado di saper applicare la teoria alla pratica.

Riguardo la parte pratica, invece, per la risoluzione di esercizi standard in
cui bisogna far uso delle tecniche di calcolo studiate la preparazione degli
studenti delle due diverse scuole e la stessa, anzi sicuramente all’ITIS ci si
sofferma di piu su questo aspetto; la differenza e che gli studenti del Liceo
sono abituati anche ad esercizi in cui ci sono richieste piu complesse dove
non sempre si applicano gli stessi tecnicismi. Questo aspetto ¢ confermato
anche dalle Indicazioni Nazionali per i Licei Scientifici, riportate nel capitolo
precedente:

Ferma restando [importanza dell’acquisizione delle tecniche, verranno evitate
dispersioni in tecnicismi ripetitivi o casistiche sterili che mon contribuisco-
no in modo significativo alla comprensione dei problemi. L’approfondimento
degli aspetti tecnici, sebbene maggiore nel liceo scientifico che in altri licei,
non perdera mai di vista ['obiettivo della comprensione in profondita degli
aspettt concettuali della disciplina. L’indicazione principale é: pochi concetti
e metodi fondamentali, acquisiti in profondita.

E naturale che scuole diverse attuino strategie didattiche differenti, ma per
evitare che si presentino risultati cosi discordanti tra domande teoriche e pra-
tiche, un insegnamento dovrebbe comprendere sia 'illustrazione dei teoremi
fondamentali e delle relative dimostrazioni, sia le loro applicazioni. Questi
due processi-di dimostrazione e di applicazione-dovrebbero procedere qua-
si contemporaneamente. Per assicurarsi la memorizzazione e soprattutto la
comprensione da parte degli studenti dei teoremi e necessario infatti eviden-
ziare in maniera chiara come essi vengano applicati nella risoluzione degli
esercizi e presentare svariati esempi. E solo attraverso la pratica, infatti,
che lo studente riesce a interiorizzare i concetti; questi ultimi se introdotti
come fine a se stessi e mai utilizzati vengono memorizzati pedissequamente

nell’immediato e poi presto dimenticati. Pertanto, il modo ottimale di proce-
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dere sarebbe-nei limiti del possibile-dimostrare tutto cio che viene utilizzato
e viceversa utilizzare tutto cio che viene dimostrato. Solo un’integrazione di
tutti gli aspetti della disciplina puo fornire un’immagine autentica e comple-
ta, e favorirne di conseguenza un approfondimento valido e approfondito.
Inoltre, nell’insegnamento bisogna prestare attenzione a non compiere ecces-
sive semplificazioni che rischiano da un lato di sminuire I'importanza e la
bellezza della materia, e dall’altro creano dei punti di discontinuita nel per-
corso scolastico. Questi ultimi possono in futuro compromettere il corretto
apprendimento per coloro che intendono proseguire gli studi in ambito uni-
versitario. Il rischio e quello che lo studente si costruisca prematuramente un
modello stabile, inadeguato per descrivere il concetto matematico. Tali mo-
delli risultano, in seguito, difficili da modificare o abbattere; di conseguenza e
preferibile a volte limitarsi a immagini generali, che possano essere facilmente
ampliate per accogliere al loro interno una piti ampia varieta di significati.
La matematica ¢ una scienza complessa, costituita da una molteplicita di
aspetti interessanti e significativi che si intrecciano tra di loro formando con-
cetti piu ampi e ricchi di spessore.

Un valido insegnamento deve quindi essere in grado di rispecchiare tutte le
sue molteplici sfaccettature, senza trascurare le peculiarita di ogni singolo

studente.
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Appendice A

Allegato: QQuestionario
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QUESTIONARIO

QUESITO 1

Quante intersezioni puo avere il grafico di una funzione f: R — IR con I'asse delle ordinate? Motivare la

risposta.
QUESITO 2
1
Sia data la funzione f(x) = ———— . Determinarne il Dominio.
In(3-5x)
QUESITO 3
x—1
sia f(x) = 7 Scrivere 'espressione di f (3 — 2x).
QUESITO 4
sinx—cos x

Il limite della funzione T, quando x — +00, &

a. 0

b. 1

c. Unvalore diverso dai precedenti

d. Non é determinato

Motivare la risposta.

QUESITO 5

2x+sinx

Si consideri la funzione f(x) = " Stabilire se si puo calcolare il lim,_,, o f(x) e spiegare se il

2x—CoS
calcolo puo essere effettuato ricorrendo al Teorema di De L’Hopital.

QUESITO 6

Il Teorema di Fermat afferma che:

se f & una funzione derivabile nel suo dominio, X & un punto interno al dominio ed & punto di minimo o

di massimo per f, allora f'(x,) = 0.

E noto che non vale il “teorema inverso”, ciog, da f'(x,) = 0 non segue necessariamente che X, sia un
punto di minimo o massimo per f . 100

Quale dei seguenti grafici illustra questo fatto?
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QUESITO 7

La funzione f(x) = Inx — x soddisfa nell’intervallo [1; e] le ipotesi del teorema di Lagrange. Trovare i punti
che soddisfano la tesi di tale teorema.

QUESITO 8

Verificare che la derivata di f (x) = e* + x & positiva in tutto il dominio di . Dedurre che f & invertibile
nel suo dominio dandone una spiegazione.

QUESITO 9

Verificare che la derivata di f(x) =e* — o e positiva in tutto il dominio di f Notare che, tuttavia, f non e

invertibile nell’'intero dominio. Dare una motivazione, spiegando quali sono le ragioni per le quali si giunge
qui a una conclusione opposta rispetto a quella del QUESITO 8.

QUESITO 10

1—-x sexel01
Considera la seguente funzione f(x) = { [0.1]

se x €[-1,0[ °

X
Dire se f ha massimo o minimo. Cio contraddice il Teorema di Weierstrass?

QUESITO 11

La carica che attraversa la sezione di un conduttore & espressa in funzione del tempo dalla funzione
q(t) = 3et(sint + cos t). Determina I'intensita della corrente in funzione del tempo.
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QUESITO 12

Si consideri la funzione f(x) = log, x + x? . Mostrare applicando il Teorema degli zeri che nell’intervallo

I = [Z; 1] c’é almeno una soluzione dell’equazione f(x) = 0. Stabilire se la soluzione & unica.

QUESITO 13
Indica quale delle seguenti funzioni verifica il Teorema di Rolle nell’intervallo [a;b] e perché.

Segna nel grafico il punto (o i punti) in cui vale la relazione del teorema.

¥ ¥ ¥
VAY )
0 a b 0 3 /L o a3 VI
3 b [4
QUESITO 14

. . 1 . L
Calcola la derivata della funzione f (x) = arctanx + arctan o Quali conclusioni ne potete trarre per la

f(x)? La funzione & costante? Se si, quale & la costante?
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