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Introduzione

Il nome moto Browniano deriva dal botanico scozzese Robert Brown
(1773-1858) che nel 1827 osservo al microscopio come le particelle di pol-
line in sospensione nell’acqua si muovessero continuamente in modo casuale
e imprevedibile.

Nel 1905 fu Einstein a dare un’interpretazione molecolare al fenomeno del mo-
vimento osservato da Brown, mostrando come il moto delle particelle fosse
descrivibile matematicamente ipotizzando che i salti di queste fossero dovuti

agli scontri casuali delle particelle di polline con le molecole dell’acqua.

Il moto Browniano ¢ oggi soprattutto uno strumento matematico nell’am-
bito della teoria della probabilita. Tale teoria matematica ¢ stato utilizzata
per descrivere un insieme sempre piu vasto di fenomeni, studiati da discipline
anche molto diverse dalla fisica. I prezzi dei titoli finanziari, la diffusione del
calore, delle popolazioni di animali, dei batteri, di una malattia, del suono o

della luce sono modellate con lo stesso strumento.

Un passo significativo nello studio del moto Browniano fu quello di
Bachelier [4]. Egli fu il primo a rendersi conto che era possibile applicare tale

teoria allo studio del mercati finanziari.

Bachelier presuppone che i mercati sono in grado di annullare il rischio
finanziario: gli investitori preparano delle previsioni sui futuri movimenti dei
titoli partendo dall’assunto secondo cui in un mercato ideale la variazione
odierna dei prezzi non sia influenzata dalla variazione dei prezzi rilevata in
un giorno precedente, denotando una caratterisca di indipendenza.

Qualora nel corso del periodo di investimento, i valori dei titoli dovessero
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subire fluttuazioni improvvise, queste sarebbero dovute ai fattori di irrazio-
nalita celermente corrette dal mercato che lima queste imperfezioni e frizioni

tra 1 titoli.

La teoria della efficienza della scuola classica ¢ stata successivamente criti-
cata da diversi matematici ed economisti. Tra questi Mandelbrot [5] e Peters,
secondo i quali non esistono investitori omogenei, uguali tra loro nella sele-
zione dei titoli e delle informazioni. Gli investitori ad esempio si differenziano

tra investitori cassettisti o speculatori.

Da questa affermazione si potra comprendere come i mercati finanziari,
in particolare il mercato azionario, sia paragonabile ad un ambiente caotico
e non lineare o perfetto. I mercati hanno variazioni di prezzo che variano

saltando bruscamente creando dei gap ampi in giorni molto volatili.

Altro tema ampiamente dibattuto riguarda la continuita delle distribu-
zione dei rendimenti dei titoli, che secondo la teoria classica risultano essere
casuali. Secondo i risultati conseguiti da Mandelbrot, la presunta relazione
di normalita dei rendimenti ¢ da eliminare visto che eventi come la crisi del
1929, il crollo della borsa di Wall Street del 1987 e la grande recessione del
2007 si sarebbero dovuti verificare ogni migliaia di anni cosa che, in realta,

non si ¢ verificata.

Partendo da questo presupposto, Mandelbrot ha affermato che i movimen-
ti dei prezzi non sono indipendenti o Browniani, bensi subiscono l'influenza

degli eventi passati, in grado di alterare le quotazioni future dei titoli.

Doveva quindi essere in azione un processo la cui evoluzione era dipen-
dente in qualche misura dagli eventi passati. Questi fenomeni seguono un
andamento nel tempo che puo essere descritto come un processo stocastico
noto come moto Browniano frazionario e in genere implicano la presenza
di una dipendenza di lungo periodo nelle osservazioni. Un moto Browniano
frazionario puo presentare degli incrementi normalmente distribuiti, ma non

indipendenti (al contrario di un moto Browniano puro).

Mandelbrot, per delineare il fattore di rischio presente sui mercati azio-

nari, dove le quotazioni dei titoli in qualsiasi momento possono variare il loro
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trend in maniera caotica, seguendo percorsi discontinui, utilizzo il coefficiente
di Hurst che consente di indagare se nelle serie storiche azionarie si possono
individuare delle tendenze, oppure se il loro andamente segue un cammino

casuale, cosi come ipotizzato dalla teoria dei mercati efficienti.

Lo scopo di questa tesi e quindi sviluppare tali aspetti del moto Browniano
frazionario e spiegare I'uso dei risultati teorici ottenuti nelle applicazioni,
soprattutto in ambito finanziaro.

Nel capitolo 1 introdurremo la storia del moto Browniano frazionario di-
scutendo il ruolo del parametro di Hurst.

Nel capitolo 2 svilupperemo gli aspetti matematici che caratterizzano tale
moto osservandone il diverso comportamento attraverso simulazioni in am-
biente Matlab.

Nel capitolo 3 mostreremo 'importanza del moto Browniano frazionario nei
mercati finanziari e, basandonci sulla proprieta di non essere una semimar-

tingala, dimostreremo che si puo creare una strategia che genera arbitraggio.
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Capitolo 1

Storia Del Moto Browniano

Frazionario

1.1 L’indice di Hurst

Per il moto Browniano frazionario molto importante risulta ’apporto del-
I'idrologo Hurst. Egli lavorando ai progetti di dighe sul Nilo dal 1907 all’inizio
degli anni 50 ed occupandosi del controllo delle riserve idriche, concluse che
una riserva ideale non dovrebbe mai straripare ed una politica di rilascio
idrico dovrebbe essere formulata in modo da soddisfare i bisogni idrici a valle
senza svuotare completamente la riserva.

Nel tentativo di definire un modello matematico in grado di simulare il pro-
blema reale, Hurst ipotizza che la parte incontrollabile del sistema (’afflusso
di acqua nel bacino) segua un cammino casuale. Se l'ipotesi di cammino
casuale risulta verificata, il range di fluttuazione dovrebbe crescere in pro-
porzione alla radice quadrata dell’intervallo temporale di misurazione T. Le
analisi empiriche svolte da Hurst sulle piene del Nilo contraddicono, pero,
tale ipotesi di casualita e queste lo spinsero a svolgere studi analoghi su al-
tri sistemi naturali, dove nota che gran parte di essi non seguono un vero
e proprio cammino casuale, ma un cammino casuale persistente. Queste

considerazioni, riportate nelle esigenze pratiche di Hurst, sostanzialmente
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implicano che, dopo un incremento del livello della riserva, ¢ piu probabile
registrare un ulteriore incremento piuttosto che un suo decremento. Ad un
certo punto questa tendenza termina, cioe avviene una brusca inversione del
trend e diventa piu probabile osservare un decremento del livello seguito da
un ulteriore decremento. Se il sistema coincidesse con un cammino casuale il
valore dell’esponente H sarebbe 0.5 ma, effettuando I'analisi su svariati feno-
meni naturali, Hurst ottiene sempre valori di H assai superiori: ad esempio,
per le variazioni logaritmiche del livello idrico del Nilo, Hurst calcola empi-
ricamente un valore di H pari a circa 0.7 .

Questo sta a significare che la distanza coperta dal sistema e assai maggiore
di quella predetta dal modello Random Walk: il sistema risulta caratterizza-
to da un effetto memoria per il quale ogni osservazione influenzata da quelle
passate influenzera quelle future.

Si osservano diverse situazioni al variare di H:

e per H = 1/2 si denotano una serie di eventi indipendenti:
ogni variazione non e influenzata dalle precedenti e neppure influenzera

quelle future;

e per H € (0,1/2) la serie e antipersistente.
Ossia se in un dato periodo il sistema ha subito un incremento (de-
cremento) € piu probabile registrare un successivo decremento (incre-
mento) che un ulteriore incremento (decremento). La serie risulta piu
volatile di una serie casuale (poiche caratterizzata da piu frequenti

inversioni) tanto piu il valore di H si avvicina a zero;

e per H € (1/2,1) si ha una serie persistente, caratterizzata da una
dipendenza positiva tra le variazioni generate dal processo: se nell’ulti-
ma osservazione abbiamo registrato un incremento (decremento) & piu
probabile che I'osservazione successiva registri un ulteriore incremen-
to (decremento). La probabilita di registrare due variazioni di segno

concorde risulta tanto piu alta quando H si avvicina ad uno.
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Il moto Browniano classico non si presta bene a descrivere fenomeni in
cui si verificano questi casi di dipendenza. Questi fenomeni seguono un an-
damento che puo essere descritto come un particolare processo stocastico

definito moto Browniano frazionario.

1.2 Definizione di H

Si supponga xq, ..., x, rappresentino i valori dell’acqua defluita dalla
riserva al k-esimo anno, in n anni successivi.
Si considera » ;_, zy la totalita di acqua defluita in n anni.
Pongo Xy = >, _, ¥k, e considero la quantita
k
Xk - _Xn
n
cioe la deviazione del valore X}, dalla rispettiva media calcolata su
osservazioni raccolte in n anni.
Il range della deviazione e
k ) k
R, = max (X} — —X,,) — min (X} — —X,,)
1<k<n n 1<k<n n
Comunque, Hurst non opero con i valori di R,; lui considero invece i

valori normalizzati @, = R,,/S,, dove

Sn: %;%kz_(%2$k)2

Hurst scopri che la quantita calcolata R, /S, si comportavava come cn

H

dove ¢ € una costante e il parametro H, che e ora chiamato parametro di
Hurst, é approssivamente uguale a H = 0.7.

Passando al logaritmo la formula puo essere riscritta come
log R, /S, =logc+ Hlogn

Percio una buona stima di H ¢ data dall’espressione
log R,./Sn

H =~
logn
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Capitolo 2
Moto Browniano Frazionario

In questi capitolo daremo le definizioni relative ai processi stocastici,
al processi auto-similari ed in particolare al moto Browniano frazionario,

sviluppando le sue caratteristiche e le principali proprieta.

2.1 Processi stocastici
Sia (2, F, P) uno spazio di probabilita e sia I = [0, 00).
Definizione 2.1. Si definisce un processo stocastico a valori reali, una
famiglia {X;},., di variabili aleatorie reali definite su (€, F, P):
X, :Q —RY, tel

Definizione 2.2. Una famiglia crescente F; = {F;},.; di sotto o — algebre
di F ¢ detta filtrazione in (€2, F, P)

Definizione 2.3. Un processo stocastico X ¢ adattato alla filtrazione F;

(o semplicemente F; — adattato) se X; & F; — misurabile per ogni t.

Definizione 2.4. Diremo che un processo stocastico X € un processo

sommabile se X; € L'(Q, P) per ogni t.

bt
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In particolare se

E(|X:|) < 0o per ogni t.

2.2 Processi auto-similari

Definizione 2.5. Diciamo che un processo stocastico X = {X;},5, ¢

auto-similare, e si indica con H-ss, se per ogni a > 0, esiste b > 0 tale che:
Legge(Xat,t 2 0) = Legge(bX,,t > 0)

In altre parole un processo ¢ auto-similare se si presenta un’invarianza
dei comportamenti rispetto alla scala utilizzata per descrivere il fenomeno: il
cambiamento della scala dei tempi (¢t — at) produce gli stessi risultati dei

cambiamenti della scala di fase (x — bx)

Definizione 2.6. Se b = a”, cioe¢ se vale che
Legge(Xq,t > 0) = Legge(a™ X,,t > 0)

sidice che X = {X,},., € un processo auto-similare con indice di Hurst H.

Definizione 2.7. Un processo stocastico X = {X;},,, ¢ detto un processo

ad incrementi stazionari, e si indica con si, se per ogni A > 0 vale:

Legge(Xiin — Xn,t > 0) = Legge(X; — Xo,t > 0) = Legge(X;,t > 0)

2.3 Processi H-ssi

Definizione 2.8. Sia (9, F, F;, P) uno spazio di probabilita con filtrazione.
Un processo stocastico X = {X;},, adattato alla filtrazione J; ¢ detto H-ssi

se ¢ auto-similare, con indice di Hurst H, ed ha incrementi stazionari.
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2.3.1 Proprieta dei processi H-sssi

Sia X = {X;},, un processo H-ssi a varianza finita; allora valgono le

seguenti proprieta:

1. Xy = 0 quasi sicuramente:

cioe il processo inizia da un punto che puo essere considerato 'origine.

per ogni a > 0 si ha:

Legge(Xo,t > 0) = Legge(Xa,t > 0) = Legge(a™ Xo,t > 0)

2. Se H # 1, allora per ogni ¢t > 0 si ha:

E(X,) =0

Dato che vale:
Ey = 27E(X))

dalla stazionarieta degli incrementi e dalla proprieta 1 si ha:

MR (X)) = E(Xy) = B(Xap— X,)+E(X,) = BE(X,— Xo)+E(X,) = 2E(X,) <= E(X;) =0

3. si ha:
Legge(X_4,t > 0) = Legge(—X;,t > 0)

che segue dalla proprieta 1 e dalla stazionarieta degli incrementi data
da:
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Legge(X_4,t > 0) = Legge(X_ — Xo,t > 0) =

= Legge(Xo — Xy, t > 0) = Legge(—X;,t > 0)

4. La varianza: sia 0% = E(X;)? allora:
E(XY) = E(Xpigna) = [t E(XSgne) = I EXT) = [t 0
In particolare

E((X: — X)) = E((X;-,)*) = |t — 5|0

Il processo X = {X;},., ¢ detto standard se 0% = 1.

5. la funzione di autocovarianza:

0_2

r = 5

([t + |s[* = Jt — s[**)

segue dalla proprieta 4 e dalla stazionarieta degli incrementi:

E(X,X,) = %(E(Xf) +E(X?) - E((X, — X,)?))

6. se X = {X;},5 ¢ un processo H-sssi, allora H < 1.

I1 vincolo dell’esponente di Hurst deriva dalla richiesta di stazionarieta

degli incrementi:
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2"E|X,| = E|Xs| = E|X, — X + X1| < E|X, — Xi| + E|X,| = 2E| X

allora si ha:

<9 «—= H<1

2.4 Moto Browniano

Definizione 2.9. Sia (0, F, P, (F;)) uno spazio di probabilita con filtrazione.
Un moto Browniano reale ¢ un processo stocastico B = { B}, in R tale

che:

2. B e F; — adattato e continuo;

3. per t > s > 0, 'incremento B; — By ha distribuzione normale N

ed e indipendente da F;.

Intituivamente si puo pensare al moto incessante di una particella im-
mersa in un liquido omogeneo, provocato dai continui urti con le molecole
di quest’ultimo. In questo esempio le (B, — By, ,) indicano lo spostamento
della particella nell’intervallo di tempo [t;_1,;].

Il moto e del tutto casuale; le varie posizione assunta dalla particella in in-
tervalli di tempo successivo dipendono dalla posizione subito precedente ma

anche da un fattore, casuale, rappresentano dagli urti con le molecole.



10 2. Moto Browniano Frazionario

2.4.1 Proprieta del moto Browniano

Sia {B;},~, un moto Browniano reale di punto iniziale 'origine, si mo-

strano le relative proprieta:

e Le traiettorie partono per ¢t = 0, quasi sicuramente, dall’origine e sono

continue.

e Per ogni ¢t > 0 si ha:

Bt ~ N(O, t)
infatti dalla definizione precedente si ha:

Bt:Bt—BQNN(O,t)

e B, ha incrementi indipendenti nel senso che le variabili aleatorie

B,, — B,, e By, — By, sono indipendenti per ogni 0 <1; <ty <t3 < 4.

e Il moto Browniano e un processo auto-similare con esponente di Hurst
H = %; infatti per ogni ¢ > 0 si ha:

a2 B; ~ N (0, at)

ovvero

Legge(Ba, t > 0) = Legge(a? By, t > 0)
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2.5 Moto Browniano Frazionario

Definizione 2.10. Sia (2, F, (F:), P) uno spazio di probabilita con
filtrazione ed I C R; un processo stocastico normale B = {BtH } el H-sssi,
con 0 < H < 1, adattato alla filtrazione F;, ¢ detto moto Browniano

frazionario.

B & detto standard se 02 = E(B) =1

2.5.1 Caratterizzazioni del moto Browniano

frazionario

Proposizione 2.5.1. Sia X = {X;},5, un processo stocastico definito sullo

spazio di probabilita (Q, F, P, (F;)) che verifica le sequenti proprieta:

e X ¢ F; adattato;

e per ogni t > 0 allora:

X; ~ N(0, o [t]*™)
per qualche o0 >0 e 0 < H< I;

e X, ¢ un processo ad incrementi stazionari;

allora X = {X,},5, ¢ il moto Browniano frazionario.

Osservazione 1. Sia BH = {BtH}tE[, 0 < H < 1, un moto Browniano

frazionario standard. Vale:
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e B & un processo auto-similare con indice di Hurst H. Infatti

1 1
E(Bng) = 5((at)2H+(as)2H—|at—as]2H) = §a2H(t2H—|—82H—|t—s\2H) =

= a™E(B;B/") = E((a" B)(a" B/"))

Allora siccome la funzione di autocovarianza ¢ omogenea di ordine 2H,

Legge(BL) = Legge(a” B{")

1

1 . . .
e per H =3, B2 ¢T'usuale moto Browniano standard, con funzione di

autocovarianza

1 .
U5 = ([t + |s| = |t = s[) = min(]s], [t])

2.6 Rumore Gaussiano frazionario

In molti campi della teoria della probabilita applicata un moto Browniano
B = (Bt),», ¢ considerato un modo semplice per ottenere un rumore bianco.

Consideriamo
hi =By —Bi—y, t2>1

otteniamo una sequenza h = (h;),»; di indipendenti identicamente
distribuite variabili Gaussiane casuali con E(h;) = 0 e E(h?) = 1.

Chiamiamo tale sequenza rumore bianco gaussiano.
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Un moto Browniano frazionario B ¢ utile per la costruzione di sequen-
ze Gaussiane stazionarie con forti effetti collaterali (sistemi con dipendenza
di lunga portata), e sequenze con intermittenza, (fenomeni di turbolenza),
mettendo in evidenza le similitudini tra tali modelli e il comportamento dei

prezzi dei mercati azionari.

Similmente, consideriamo
hi=Bf — B, t>1

e chiameremo la sequenza h = (hy),~, rumore Gaussiano frazionario con
parametro di Hurst, con 0 < H < 1.

La funzione di autocovarianza del processo h; vale:
1
I/ = E(hihy) = St =+ 1P — 207 4 |t — 1127

da cui:
'~ HQH - D[t 2, t — .

2.6.1 Osservazioni e applicazioni

Analizziamo il processo per i diversi valori di H:

o H = %
Se H = %, allora ' = 0 per t # 0 e il processo h = (ht)y>, € un pro-
cesso normale identicamente indipendente, cioe un processo puramente

casuale o white noise.

e <H<I1
Se % < H < 1,alloral’? > 0 e tende a zero per t — oo cosi lentamente

come AT cne la serie _ 1verge (serie persistente ).
t|=2=21) ) che la serie Y2 T'H diverg e persistent

Il corrispondente rumore h = h; ¢ spesso detto black noise.
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Una positiva covarianza significa che positivi (negativi) valori di h;
sono seguiti da positivi (rispettivamente, negativi) valori, cosi il rumore
Gaussiano frazionario con % < H < 1 puo essere un utile modello nel-
la descrizione dei fenomeni caratterizzati da forti effetti collaterali con
dipendenza di lunga portata. Fenomeni di questo tipo sono riscontrati
nel comportamento dei livelli dei fiumi, o dell’attivita solare e, in
particolare, nell‘analisi dei rendimenti h; = In b% per titoli azionari

e molti altri indici finanziari S = (Sy).

. 0<H<%
Se 0 < H < 3, allora I'/' < 0 per ¢ # 0 e la serie Y = I'f! converge

(serie antipersistente).
Il corrispondente rumore h = h; ¢ spesso detto pink noise.

Una negativa covarianza significa che positivi (negativi) valori di h,
sono di solito seguiti da negativi (rispettivamente, positivi) valori.
Tipici esempi di sistemi con tali valori di H, sono dotati di turbolenza.
Tale alternazanza (‘up and down and up...”) ¢ infatti relativa all’analisi
del comportamente delle volatilita.

Un esempio di ‘turbolenza finanziaria’, con parametro di Hurst

0 < H < 3, ¢ dimostrato dalla sequenza 7 = () con 7 = In th, dove
1

¢ 'empirica varianza (volatilita) della sequenza dei rendimenti logarit-
mici » = (hy), con h; = %22:1 hip e hy = In Si;l, calcolata per titoli

azionari, 'indice Dow Jones, S&P500, etc.

Di seguito possiamo osservare delle simulazioni di un moto Browniano

frazionario per i diversi valori di H.



2.6 Rumore Gaussiano frazionario

15

fractional Brownian motion — parameter: 0.2

]v
-6 1 1 1 1 | | | | |
Figura 2.1: Moto Browniano Frazionario per H=0.2
fractional Brownian motion — parameter: 0.5
12 T T T
” 1 L 1 L | | | | |

100 200

Figura 2.2:
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Moto Browniano Frazionario per H=0.5

I continui movimenti delle traiettorie rappresentano ’acquisto e la vendita

di un’azione.

fractional Brownian motion - parameter: 0.8
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Figura 2.3: Moto Browniano Frazionario per H=0.8
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Capitolo 3

Il moto Browniano nei mercati

finanziari

In diversi studi effettuati nel 1930 sull’analisi empirica di varie caratteri-
stiche finanziarie si cerco di rispondere alle domande: & possibile prevedere
I’evoluzione dei mercati azionari?

Come dei processi stocastici possono essere usati per descrivere il comporta-

mento e il valore dei prezzi?

3.1 Ipotesi di random walk e martingala

3.1.1 Ipotesi di random walk

Nella nostra descrizione delle dinamiche dei prezzi e dei derivati finanziari
considereremo mercati senza opportunita di arbitraggio.
Matematicamente, questa trasparente ipotesi economica significa che esiste
una cosiddetta martingala (neutrale al rischio) misura di probabilita tale

che i prezzi (scontati) sono delle martingala rispetto a tale misura.

St
Si—1

la sequenza (Ht)tzp dove H, = hy + ... + hy

Consideriamo gli incrementi h; = In logaritmici dei prezzi S;, t > 1 e

17
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Sotto tale ipotesi si arrivo alla conclusione che gli incrementi h; devono

essere indipendenti e che la sequenza H; aveva la natura di una random
walk (cioe, somma di indipendenti variabili casuali), in contraddizione con
la precedente idea che i prezzi avevano una natura ciclica e ritmica. Non
¢’erano infatti importanti ricerche in questo campo fino a quando nel 1953,
M. Kendall pubblico [3], che apri I'era moderna nella ricerca dell’evoluzione
degli indicatori finanziari.
Il punto iniziale dell’analisi di Kendall era 'intenzione di rilevare periodicita
nel comportamento dei prezzi di azioni. Analizzando diversi dati, scopri che
non vi erano trend o cicli. In altre parole, i logaritmi dei prezzi S = (.S;) si
comportavano come una random walk:

scelto hy = In 57‘ dimostro che
1
S, = Spet,  t>1

dove H, e la somma di indipendenti variabili casuali hq, ..., h;.
Il primo autore a presentare l'idea di usare una random walk per per

descrivere I'evoluzione dei prezzi fu L. Bachelier in [4]. Egli ipotizzo che i

prezzi S®) = (S,ii)) cambiassero i loro valori a istanti A, 2A,... cosi che

S,(CA) =S+ +&%a+ ..+ &

dove (&) sono indipendenti identicamente distribuite variabili casuali
che prendono i valori +0v/A con probabilita %
Quindi

]E(S,(cﬁ)) = So, Var(S,iﬁ)) = o’kA
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Definendo k£ = %,t > 0, e passando formalmente al limite, L. Bachelier
scopri che il processo S = (St)tZO’ dove S; = lima_, S,gﬁ) (interpetando qui

il limite in un certo senso probabilistico), ha la seguente forma:

St:SQ‘l‘O'M/t

dove W = (W;)  (con Wy =0, E(W,) =0, E(W?) =t)
era un processo che e ora chiamato moto Browniano standard o
processo di Wiener: un processo con indipendenti incrementi Gaussiani

(normali) e continue traiettorie.

In seguito F.M. Osborne in [6] e P.Samuelson in [7] basandosi sugli studi di
Bachelier e dell’ipotesi di random walk, arrivarono alla conclusione che erano
i logaritmi dei prezzi S; a variare secondo la legge di un moto Browniano
(con drift), non i prezzi stessi.

Quindi introdussero nella teoria finanziaria un moto Browniano

geometrico

S, = SoeaWtJr(u—aQ/z)t

dove W = (W) ¢ un moto Browniano standard.

Questa ipotesi ha dato origine al concetto di mercato efficiente, la cui
iniziale destinazione era dimostrare argomenti in favore dell’'uso di concetti
probabilistici e, in questo contesto, di dimostrare la plausibilita dell’ipotesi

di random walk e dell’ipotesi di martingala.
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3.1.2 Ipotesi di martingala

Perche lipotesi della proprieta martingala, che generalizza la random
walk, ¢ inerente con il concetto di mercato efficiente? La miglior spiegazione
puo essere data nel contesto della teoria di mercato libero da arbitraggio, che

associa l'efficienza di un mercato con ’asssenza di opportunita di arbitraggio.

Sia S = (St);>,, dove S; ¢ il prezzo di un azione all’istante ¢.
Sia

A8,
Pt = Stflj

t>1

(qui AS; = S;—S;_1) larelativa variazione dei prezzi (il tasso di interesse)
e assumiamo che il mercato ¢ organizzato in modo tale che, rispetto ala
filtrazione (flusso di informazioni) (F;) di dati accessibili, le variabili S; siano

(F:) - misurabili e (quasi certamente in probabilita)

E(pe(Fia) =7

per qualche costante r.

Consideriamo le ultime due formule

St = (1 -+ pt)St_l

e (assumendo che 1+ r # 0)

e prendiamo un conto bancario B = (B;),, tale che
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ABt = TBtfl, t Z 1

dove r e il tasso di interesse del conto e By > 0.

Osserviamo che

_ S

Questo significa precisamente che la sequenza (%) ¢ una martingala
t>1

rispetto alla filtrazione (F)>1.

L’assunzione E(p;|(F;—1) = r (P-quasi certamente) sembra essere abba-
stanza nautrale dal punto di vista economico: altrimenti (per esempio, se
E(pt|(Fi=1) > r (P-quasi certamente) o E(p:|(Fi-1) < r (P-quasi certamen-
te) per t > 1) gli investitori scopriranno subito che & piu redditizio restringere
i loro investimenti sul titolo (nel primo caso) o sul conto bancario (nel secon-

do caso).

3.2 Martingala e mercato efficiente

L’idea centrale del concetto del mercato efficiente ¢ I'assunzione che i
prezzi instantaneamente assimilano nuovi dati e sono sempre impostati in
modo tale da non dare opportunita di ‘acquistare a buon mercato e vendere
immediatamento ad un prezzo piu alto’, cioe non ci sono opportunita di
arbitraggio. L’idea di un mercato ‘giusto’ porta a prezzi di mercato descrit-
ti dalle martingale (rispetto ad una misura equivalente rispetto a quella

iniziale).
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Definizione 3.1. Sia X un processo stocastico sommabile e adattato sullo
spazio di probabilita (2, F, (F;), P).

Diremo che X ¢ una martingala rispetto alla filtrazione (F;) e alla misura
P se

Xs = E(Xy|Fs), per ogni 0 <s <t

Quindi, possiamo dire che la nostra ipotesi di martingala per i prezzi (X;)
corrisponde all’assunzione (economicamente concepibile) che, un un mercato
ben organizzato, la migliore proiezione dei prezzi di ‘domani’ puo essere fatta
sulla base dell’informazione di ‘oggi’ sull’attuale livello dei prezzi.

Esempi di modelli piu diffusi di mercati efficienti senza opportunita di ar-
bitraggio sono il modello di Bachelier, basato su un moto Browniano lineare,

e 1l modello di Black-Scholes basato su un moto Browniano geometrico.

Il prossimo risultato mostra alcuni notevoli esempi di martingale che

possono essere construite usando un moto Browniano.

Proposizione 3.2.1. Se W é un moto Browniano su (Q, F,(F;), P) ec € R,

allora
1. Wy;
2. W2 —t;
3. exp(cW,; — %Zt)

sono continue F; — martingale.

Dimostrazione:

1) Dalla diseguaglianza di Holder:

E(|W])* < E(W;) =t

e quindi W e sommabile. Inoltre, per 0 < s <t abbiamo
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E(Wt|~FS) - E(Wt - W5|./—"5) + E(WS‘FS) =
(poiche Wy — W; ¢ indipendente da Fs e Wy & F, - misurabile)

=E(W, — W,) + W, = W..

2) M; = W2 —t & sommabile e adattato.

Inoltre, per s < t abbiamo

E(M,|F,) = B(W? —t|F,) = E(W, — W, + W,)? — t|F,) =
E((W, — W)*|F) + EW2(W, — W) |F,) + E(W?2 —t|F,) =

(poiche (W; — W;)? ¢ indipendente da F, e W2 & F, - misurabile)

E((W, — W,)?) + 2W.E(W, — W) |F,) + W2 —t =

=t— s+ 2W,EW, — W)+ W2 —t =W2 — s = M,

3) My = exp(cW,; — %Zt) ¢ sommabile e adattato.

Inoltre, per s < t abbiamo

2 2

E(M,|F,) = E(exp(aWt—%t)U:s) - exp(aWs—%t)E(exp(a(M—Ws))U:s) -

(poiche W; — W; ¢ indipendente da F, e W & F, - misurabile)

2 2 2

= cap(oW, — TOE(eap(o(W; — W,))) = eap(oWW, — T-t)eap(T-(t = s)) =

2

= exp(cW, — %s) = M,
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3.3 Modello di Black - Scholes

L’ipotesi essenziale su cui si costruisce il modello di Black - Scholes sta
nel fatto che i prezzi dei beni finanziari seguano una legge S;, dove t ¢ il

tempo secondo il quale la legge si evolve.

Sia (92, F, (Fn), P) uno spazio di probabilita dove la o — algebra Fj
rappresenta 'informazione data dal mercato fino al tempo ¢, in cui avvengono
le transazioni.

Nel modello di Black - Scholes il mercato ¢ formato da una coppia (B,S)

dove:
e B ¢ un conto bancario o bond (un non-risky asset );

e S ¢ il prezzo dell’azione o stock (un risk asset ).

Assumiamo che

— l'evoluzione de conto bancario sia descritta da un processo stoca-
stico positivo

B=(B,)

n>0
dove le variabili B,, sono JF,_; - misurabili per ogni n > 1.

— T'evoluzione del prezzo dell’i-esima azione S? pud anche essere
descritta da un processo stocastico positivo

5" = (57)

n>0

dove le variabili .S,, sono F,, - misurabili per ogni n > 0.

Da queste definizioni si puo chiaramente vedere la cruciale differenza tra
un bond e uno stock. La JF,_; misurabilita di B, significa che lo stato di
un conto bancario al tempo n e gia chiaro al tempo n - 1: le variabile B,, &

predicibile (in questo senso).
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La situazione con i prezzi delle azioni € completamente differente: le variabili
S¢ sono F, - misurabili, che significa che il loro attuali valori sono conosciuti
solo dopo che si ottengono tutte le ‘informazioni’ F,, al tempo n.

Questo spiega perche diciamo che un conto bancario e ‘risk - free’ mentre le
azioni sono ‘risk’ assets.

Inoltre il conto bancario verifica I’equazione

dBt = TBtdt

dove r e il tasso di interesse, assunto essere costante. Quindi il bond

segue un’evoluzione deterministica: se fissiamo By = 1, allora
Bt = ert.

Il prezzo dell’azione ¢ un moto Browniano geometrico, che verificia 1’e-

quazione

dSt = MStdt + UStth,
la cui soluzione ¢
G, = Spe?Wet(u—o/2)t

vale a dire che S; soddisfa ’equazione integrale

t t
St:SO—l—/ u53d3+/ oSy dW,
0 0

dove
e 1€ R eil tasso di rendimento atteso;
e 0 € Ry e la volatilita;

® (Wi),c(o7) € un moto Browniano reale.
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3.3.1 Strategie autofinanzianti

Definizione 3.2. Una strategia (o portfolio) ¢ un processo stocastico
T = (8,7) dove 8 = (Bn),>0 € 7 = (Yn),>o Sono tali che la variabili aleatorie

Brn € ¥, sono JF,_1 - misurabili per ogni n > 0.

L’assunzione di F,,_; misurabilita significa che le variabili £, e 7,, che
descrivono la posizione finanziaria dell’investitore al tempo n , sono determi-

nabili dalle informazioni disponibili al tempo n — 1 non n.

Definizione 3.3. 11 valore di un portfolio m = (f3,7) € un processo stacastico
definito da

Vi = BBy + 7S,

(5 B; rappresenta I'ammontare presente nel conto bancario al tempo ¢ e

v; rappresenta il numero di azioni possedute al tempo .

Definizione 3.4. Una strategia d’investimento m = (3,7) €

autofinanziante (self-financing) se

dV, = BdB; + v dS,

Intuitivamente, questa esprime il fatto che la variazione instantanea del
valore del portfolio & causata unicamente dai cambiamenti del tasso di inte-
resse bancario e dal movmento dei prezzi dei titoli, e non da un intervento

esterno con cui si e aggiunta o tolta liquidita.

Consideriamo ora il concetto di ammissibilita di una strategia in relazione
con l'assenza di arbitraggio nel modello di Black - Scholes. Un arbitraggio
e una strategia di investimento che richiede un investimento iniziale nullo e

che da la possibilita di ottenere profitti senza sottoporsi a rischi.
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Definizione 3.5. Un arbitraggio ¢ una strategia autofinanziante m = (3, 7)

il cui valore V ¢ tale che:

i) Vo = 0 quasi sicuramente;
ed esiste ¢y €]0, T tale che

ii) Vi, > 0 quasi sicuramente;

i) P(V;, > 0) > 0.

3.4 Moto Browniano frazionario geometrico

Arrivati a questo punto e lecito porsi una domanda. Se al posto di un
moto Browniano geometrico o lineare considerassimo un moto Browniano
frazionario? Potrebbe esistere un mercato con opportunita di arbitraggio?

I pitt semplici di tali modelli sono modelli modificati di Bachelier and Black-
Scholes, in cui al posto di un moto Browniano e sostituito un moto Browniano
frazionario con H € (0,1/2),U(1/2,1)

Cutland, Kopp and Willinger in [8] hanno proposto di modellizzare il

prezzo di un azione con un processo stocastico

§=(Siepory S = SoeT7P

dove B = (BtH)te[QT]’

H e (%, 1), cioe soluzione dell’equazione differenziale stocastica

e un moto Browniano frazionario standard, con

dSt = ,uStdt + O'StdBfI,

e il processo stocastico S; € detto moto Browniano frazionario geometrico
Osserviamo che I’analogia con il moto Browniano geometrico ¢ solo for-
male in quanto, come mostrato da L.R.C. Rogers in [9], il moto Browniano
frazionario con H € (0,1/2),U(1/2,1) non ¢ una semimartingala, cioc BY

non si puo scrivere come somma di una martingala locale e di un processo a
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variazione limitata, quindi la corrispondente misura martingala ¢ inesistente

e, in generale, non ¢ possibile considerare

t
/ S,dB”
0

come integrale stocastico di Ito.

In particolare indicata con Il = ¢, : 0 =ty < t; < ... < t, =t una parti-

zione dell'intervallo [0, ] e con |II| = mazi<k<n|ty — tr—1| in generale

lim Zth (B - B )

|H|~>U

non esiste come limite in probabilita. Tuttavia nel caso in cui H € (1/2,1)

il moto Browniano frazionario B = (Bf) ¢ un processo a variazione

t€[0,T
quadratica nulla.

H _ (pH
Teorema 3.4.1. Sia B = (B, )te[O,T]
H € (1/2,1), allora per ogni partizione I1 di [0,t] risulta

un moto Browniano frazionario con

lim BHE —BH 2=
Jim, > (5 L)

i probabilita.

Dimostrazione

Per la proprieta di autosimilarita si ha

n n

E(Z(BH Bt’z 1)2) _ Z(t’f )P =

k=1 k=1

tp —t
_ Z|H|2H 1 tk _tk 1)(( |H|k' 1))2H—1 S

< TP =0 per || — 0

essendo H € (1/2,1).



3.4 Moto Browniano frazionario geometrico

Grazie a questo risultato e possibile dimostrare che per ogni funzione reale

¢ € C1(R) ¢ possibile dimostrare che
li X, (Bl =B/
|HHE>10; b ( th tk_l)
esiste in probabilita per ogni scelta di X; = ¢(B/).

Dunque enunciamo il seguente

Teorema 3.4.2. Sia Y = (Y})

variazione quadratica nulla.

t€[0,1] 1 Yo = 0, un processo continuo avente

Allora per ogni funzione reale ¢ € C*(R) e per ogni successione di partizioni

(IT),,eny di [0,t] con limym—o per n — oo, risulta

Yi

lim Y o(Vy ) (Vi —Yi ) = [ 6(y)dy (3.1)

in probabilita.

Dimostrazione Sia ¢(r) = fox ¢(y)dy. Applicando la formula di Taylor a
1) abbiamo

n

YY) =D [(Y,) — (Y, )] =

k=1
n n

= O~ Y )+ Y S @)Y Vi, )

k=1 k=1
dove & = 0kY;, , + (1 — 0)Y;:, per qualche ) € (0,1).

Osserviamo che per il secondo addendo dell’'uguaglianza precedente vale

n

N —

1 n
¢/(§k)<yik - Y;k—1)2| < §MZ(Y;51€ - Y;fk—l)2 — 0 per |H| —0
k=1 k=1

dato che
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M := sup |¢/(Y5)|

s€0,t]

¢ una variabile aleatoria finita data la continuita di Y e ¢/, ¢ Y ¢ un
processo a variazione quadratica nulla.

Dunque

Y

lim 1(Y;) = lim Z¢ V)Y, =Y ) = [ o(y)dy

‘H|~>0 |H| —0 0

Osservazione 2. Utilizzando questi teoremi, per ogni ¢ € C'(R) e YV =

(Yt)te[o,T] continuo e a variazione quadratica nulla, possiamo definire

t Y:
/O oy = [ oty

come limite in probabilita di somme di Riemann.

Inoltre, per ogni funzione reale v € C'(R), la (3.1) puo essere cosi

riformulata

w00 v = [ Wan, Te (o)

che possiamo scrivere in notazione differenziale come

dy(Yy) = ¢/ (V.)dY,. (3.2)

Quindi per un moto Browniano frazionario con indice H € (%, 1) ha senso

concordare che

(dBf)* =o0.
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3.4.1 Applicazioni finanziarie

Consideriamo un mercato finanziario (B,S) frazionario dove sono presenti

due tipi di investimenti:

e un titolo non rischioso: un conto bancario di valore B = (Bt)te[O,T} :
con un tasso di interesse istantaneo costante r;
Tale valore evolve in modo deterministico secondo 1’equazione differen-
ziale ordinaria
dBf =rB,dt, Bf =0.

e un titolo rischioso: il prezzo di un’azione S = (S),c(o.1-

Tale valore non evolve in modo deterministico ma in modo stocastico.

Infatti grazie ai risultati ottenuti possiamo dimostrare che il moto
Browniano geometrico S = (S¢),cjo 7y € soluzione dell'equazione differenziale

stocastica

dX, = uX,dt + 0 X, dB, X, =S

Tale equazione puo essere scritta come
dXt == XtdY;

dove Y; = ut + o B} & un processo a variazione quadratica nulla e in accordo

con le notazioni precedenti scegliamo ¥ (Y;) =: S;.
Dall’osservazione risulta allora che

H
St = Soeyt = SoeutJraBt

¢ soluzione. Infatti abbiamo

dS; = Spe™dY; = S,dY,
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Non essendo il moto Browniano frazionario una semimartingala per
H # 1/2, manca una corrispondente (locale) misura martingala: questa e
un indiretta indicazione che potrebbe esistere arbitraggio in un modello di
mercato (B,S) frazionario.
Presentiamo ora un esempio, dovuto a Shiryaev [1], di strategia autofinan-

ziante che genera arbitraggio.
Esempio 3.1. Consideriamo un (B,S) - market tale che
dBt = T'Btdt, Bo = 1,

dS, = Sy(rdt + odBH), S, =1,

dove B = {BtH}t>0 ¢ un moto Browniano frazionario con % <H<I1
Dai risultati precedenti abbiamo

Bt = ert,

St — ert—i—UBtH‘

Consideriamo ora la strategia 7 = (3,) con

Bt =1- 62035{7
Y= Q(QUBtH).

Per questa strategia vale che

Vi = BBy + 7St = €Tt(€UBtH — 1)2

Usando la formula (3.2) e ricordando che il moto Browniano frazionario

¢ un processo a variazione quadratica nulla con (dB}?)? = 0 otteniamo

AV, = ret (7P )2dt 4 20€ OB (7P — 1)dBY
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e, utilizzando le equazione precedenti, e facile vedere che l’espressione
sulla destra e uguale a B;dB; + 7;dS;.
Quindi
dV, = Bd B, + v, dS,

che significa che la strategia 7 = (8, 7) ¢ autofinanziante.

Poiche per questa strategia abbiamo anche che Vj = 0 and V; > 0 per
t > 0, questo modello genera arbitraggio per ogni ¢t > 0 .
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