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Introduzione

Nel presente lavoro, ci occupiamo dello studio dell’insieme dei punti di una curva
ellittica (cioé una cubica liscia di P?) ¥, visto come gruppo abeliano, concen-
trandoci in particolare sul caso dei punti a coordinate in Q quando % ¢é data da
un’equazione razionale. Si osservi che nel seguito, scrivendo “% curva razionale”
non intenderemo che il genere della curva € zero, ma che ¢ possibile dare un’e-

quazione per % a coefficienti razionali.

La ricerca e lo studio dei punti razionali di una cubica razionale ¢ un problema
che ha origine nella matematica del periodo tardo-antico: una cubica infatti é
descritta da un’equazione di grado 3, e fu Diofanto che per primo si occupo delle
soluzioni razionali di equazioni di terzo grado a coefficienti interi. Egli trovo che
da una soluzione se ne pud ottenere una seconda: anche se non fu sviluppato
in questi termini, il suo metodo sfruttava il fatto che la tangente alla cubica in
un punto razionale deve incontrare la curva in un terzo punto, e anch’esso deve
essere razionale.

Fermat vide che, talvolta, con questo metodo si ottengono infinite soluzioni razio-
nali; potremmo dire allora che il lavoro che segue risponde alla domanda: “perché

succede questo?”

Nei primi due capitoli, dopo aver richiamato alcuni elementi della teoria sulle
curve algebriche, ci concentreremo sulle cubiche lisce do P2, ovvero curve piane
di grado 3 senza punti singolari. Vedremo che, da una parte, possiamo sempre

trovare un’equazione affine per ¢ che sia in forma normale, ovvero del tipo

€y =a4ar* +br+c, abceC,
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e dall’altra che, fissato un punto O € %, si puo sempre dotare I'insieme dei punti
di € della struttura di gruppo abeliano in modo che O sia I’elemento neutro.
Questa forma, oltre ad avere interessanti proprieta (ad esempio, € é liscia <
f(z) = 23 4+ ax® + bz + ¢ ha tre radici distinte), ¢ assai maneggevole; studieremo
quindi il gruppo (€, +, O) con € in forma normale e O = [0, 0, 1] (cioé O ¢é 'unico
punto all'infinito di €, ed ¢ un flesso).

Cosi sara possibile ottenere per via analitica delle formule per la somma di due
punti, che torneranno utili in pitt occasioni; prima fra queste, lo studio dei punti
di ordine 2 e 3, affrontato alla fine del secondo capitolo. Qui ricaveremo alcune
proprieta dei flessi di una cubica liscia e inizieremo a guardare meglio la struttura
dei sottogruppi costituiti da questi punti, e cosa succede quando si considera la

cubica su R o su Q.

Nei capitoli seguenti ci concentriamo sui punti razionali della cubica, seguendo
essenzialmente la trattazione di J.H. Silverman e J. Tate (|ST]): anzitutto mo-
streremo che se ¥ ¢ data da un’equazione a coefficienti in @Q, fissato un punto
O € ¥ razionale, I'insieme %(Q) dei punti di € a coordinate in Q ¢ un sotto-
gruppo di (¢, +, O).

Non ¢ sempre detto perd che una cubica razionale abbia punti razionali (ad esem-
pio, la cubica liscia 3z + 423 + 53 = 0 individuata da Ernst Selmer non ne
possiede), e non si conosce un metodo che permetta di stabilirlo sempre.
Dovremo quindi supporre che € abbia almeno un punto razionale; cosi riusciremo

a ricavare un’equazione della forma
2 _ .3 2
y =x"4+ax*+br+c, abcel, (%)

che ci permettera di lavorare su (%, +, O) sfruttando da un lato le proprieta viste
nei primi due capitoli, e dall’altro il fatto che i punti di € (Q) si possono scrivere

come

m n

(x,y) = (@’ﬁ) , mnd€eZ,d>0, (m,d) = (nd =1.

Questo, come vedremo, ci consentira di ragionare sui punti di € (Q) usando gli
strumenti datici dalla teoria dei numeri.

Trygve Nagell ed Elisabeth Lutz, nel 1935 e nel 1937 rispettivamente, pubblicaro-

IT
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no un risultato ancora pit notevole: se € ha un’equazione della forma (x), i punti
di €(Q) di ordine finito hanno coordinate intere, e per di piu la loro ordinata affi-
ne y ¢ zero oppure divide il discriminante D del polinomio f(z) = 2®+az*+bx+-c.
Questo teorema non solo ci dice che i punti razionali di ordine finito costituiscono
quindi un gruppo A finito (dato che sono possibili solo finiti valori di y), ma da
anche un algoritmo, facilmente implementabile su calcolatore per valori di D non
troppo grandi, che stili una lista (finita) dei possibili punti di ordine finito di
%(Q).

La dimostrazione del teorema di Nagell-Lutz non richiede strumenti sofisticati,
ma per lo piu fatti ben noti sui morfismi fra gruppi, sulla divisibilita in Z e sui
polinomi di Z[x]: partendo da questi, studieremo le proprieta del discriminante

di f(x) e degli insiemi

r=—p ¥, y=—p >, (mn)=(u,w)=1,
¢(p") =« (z,y) € €(Q) n w
(m,p) = (n,p) = (u,p) = (w,p) =1

definiti per ogni p primo, v € Z fissati, v > 0. Vedremo che questi sono tutti
sottogruppi di €' (Q), e non contengono mai punti di ¢’(Q) di ordine finito.

Purtroppo non é altrettanto facile mostrare che sono solo 15 le forme possibili
per il sottogruppo A: di questo splendido risultato di classificazione, provato da
Barry Mazur negli anni "70, daremo solo I’enunciato, e vedremo nel dettaglio al-

cuni esempi di sottogruppi A.

Il quarto capitolo & dedicato alla dimostrazione di un fatto fondamentale sulla
struttura di €' (Q), e cioé che € (Q) ¢ finitamente generato, per cui esistono uni-
vocamente determinati r, ¢, p;, v; € Z, r, t > 0, p; primi, v; > 0 per i = 1, ..., t,
tali che

% (Q) %“Z@W@Z@Zp;l @"'@Zptw .

7 volte
La prova di questo teorema, pubblicata da Louis Mordell nel 1922 e generalizzato
al caso delle varieta abeliane da André Weil, fa uso del metodo della discesa
infinita di Fermat, e del fatto che € (Q) / 2¢(Q) € finito.

Per utilizzare il metodo della discesa, introdurremo una funzione definita sui punti
di €(Q) e a valori in RT, che chiamiamo altezza, e ne studieremo le proprieta;

in particolare vedremo che I'insieme dei punti di € (Q) con altezza minore di un

II1



Introduzione

valore fissato é sempre finito, e daremo una stima della somma di due punti.
Per mostrare che [¢(Q) : 2€(Q)] < oo, lavoreremo sull’applicazione P +— 2P,

vista come composizione di due morfismi:

¢ (Q)
o N\
Q) Y°2%. %)
P 2P

dove € ¢ una curva ellittica definita a partire da €, e ad essa profondamente
legata.
Infine, la dimostrazione del teorema di Mordell c¢i permettera di ricavare una

formula per il rango r di € (Q), infatti vedremo che

[€(Q) : U(€ (Q))] - [€ (Q) : 2(€(Q))]
- .

2 =

Purtroppo pero, per il momento si ¢ in grado di calcolare i due indici al numeratore
solo in casi particolari, ed anche in questi casi non é detto che si riesca a trovare
esplicitamente un insieme di generatori per €' (Q).

In effetti, la questione del rango é un problema ancora aperto e assai rilevante: la
congettura di Birch e Swinnerton-Dyer, uno dei millennium prize problem, mette
in relazione il rango r di € con le soluzioni modulo p dell’equazione di €, dove p
é un primo che divide il doppio del discriminante dell’equazione; nella sua forma
piu forte, darebbe anche un metodo per determinare un insieme di generatori per

% (Q), che risulterebbe cosi completamente descritto.

IV



Capitolo 1

Premesse

1.1 Curve algebriche proiettive

In questa sezione introduciamo rapidamente le definizioni, le notazioni e i risultati
necessari per poter affrontare il nostro discorso sulle cubiche del piano proiettivo

complesso. Per ulteriori approfondimenti, si rimanda in generale a [Se, § 24-28|.

Definizione 1.1.1. Com’¢ consueto, indicheremo con P?(C) I'insieme delle ret-
te vettoriali di C3; sappiamo che P?(C) puo essere identificato con lo spazio

C? ~ {0}/, dove ~ ¢ la relazione di proporzionalita su C? ~. {0}:
(a,b,¢c) ~ (a',b',) < 3INeC,\#£0 tale che (d',b,c) = \a,b,c) .

Fissata una base B = {vg,v1,v2} di C3, quindi un riferimento proiettivo P =
{ Mg, vy, Mg baec di P2(C), un punto P € P?(C) ¢ identificato da una terna di
scalari non tutti nulli [z, 1, z2| determinata a meno di proporzionalita; zo, 1, T2

si dicono coordinate omogenee di P rispetto a P.

Osservazione 1.1.a. Ricordiamo che é possibile definire una corrispondenza
biunivoca fra le rette vettoriali di C? che non giacciono sul piano Hy : o = 0 e i
punti del piano affine zy = 1, che identifichiamo con A?(C) tramite I’applicazione
(1,2, x9) — (21, x2). Infatti se s ¢ una retta per 'origine non contenuta in Hy,
allora s interseca il piano zo = 1 in un unico punto (1, xy, z3); viceversa (1, xq, x2)
appartiene alla retta vettoriale costituita dai punti della forma (A, Azq, Axs), che

in P*(C) ¢ il punto di coordinate omogenee [1, z1, T3).
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In definitiva, € possibile definire un’applicazione biunivoca

jo: AX(C) —s P2(C) ~ H,

(1, m0) —> [1, 21, 2]

detta applicazione di passaggio a coordinate omogenee rispetto a xg, la cui inversa

e

jo ' P*(C) \ Hy — A%(C)

X1 T2
[%;95171’2] — x_’x_
I 0 0

12.2]
(passaggio a coordinate non omogenee rispetto ad xg). Le rette su Hy invece si
possono associare alle direzioni del piano affine zy = 0, cioé ai punti della retta
impropria di quel piano, che identifichiamo con P'(C).
Zo

1
1
\ 1

)
T C Hy
T / \

\
/ \

1
!
Ovviamente, il ragionamento appena fatto si puo ripetere considerando x; o xs

al posto di xg.
Nella nostra trattazione, sara spesso utile vedere P?(C) come A?(C) U P!(C).

Definizione 1.1.2. Sia F(xg,z1,25) € Clxg, 21, 23] un polinomio omogeneo di
grado d > 0; si dice curva algebrica di P?(C) di grado d la classe di proporzionalita
di F.



1.1. Curve algebriche proiettive

Se € ¢ una curva algebrica e F' é un suo rappresentante, scriveremo
% F(Z’Q,.ﬁﬂl,l'g) =0

e diremo che F(xg,x1,22) = 0 & un’equazione per €.
Poiché
pE Az, Axy, Axy) = NpF (xg, 21, 25)

& ben definito 'insieme

€ = {[ro,x1,22] € P%(C) | F'(zo,x1,22) =0}

detto supporto di €.
Con un abuso di notazione, diremo che P appartiene a %, e scriveremo P € €,

se P é un punto del supporto di .

Definizione 1.1.3. Sia ¢ una curva algebrica di P?(C) di grado d,
C : F(xg,x1,29) =0

e definiamo
fz,y) = F(1,2,y);

allora f & un polinomio non omogeneo in Clz,y|, detto deomogeneizzato di F
rispetto ad zy. Se F' # azg, la sua classe di proporzionalita definisce una curva
¢* di A*(C) di equazione f(z,y) = 0; €~ si dice carta affine di € rispetto a .
Osserviamo che P = (z,y) € €* < P’ = [l,z,y] € €, cosi i punti di € di
coordinate [xg, x1, 23] con xy # 0 si dicono punti propri di € rispetto a xo; i punti
con zo = 0 si dicono punti impropri di € rispetto a x.

E facile verificare che ¢* ha lo stesso grado d di € se e solo se o { F in

Clxo, 21, x2]; in tal caso

Tr1 T2

ng (l’o’xo) :F(x()?ajlvlé)

e si dice che F' & I'omogeneizzato di f rispetto a xq, € ¢ la chiusura proiettiva di

€™ rispetto a xg.

Notazione 1. Poiché considereremo carte affini di cubiche lisce di P?(C), varra
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sempre, come vedremo, xo {1 F'; pertanto useremo lo stesso simbolo per € e €,
e diremo che F(xg,x1,22) = 0 & un’equazione omogenea per €, f(x,y) = 0 &

s . : _m _
un’equazione non omogenea (o affine) per € nelle coordinate z = Y=

Definizione 1.1.4. Sia ¢ una curva algebrica di P?(C), € : F(xg, 71, 22) = 0

con F' polinomio omogeneo di grado d, e sia
F(xo, 1, %) = Fi (0,21, 22)" - .. - Fy(wo, 21, 22)™ (%)

con F; # F; se i # j, la sua decomposizione in fattori irriducibili. Se k = 1,
diremo che la curva é irriducibile; se dy = ... = d; = 1, diremo che la curva é
ridotta. Quindi chiedere % ridotta e irriducibile equivale a chiedere F' polinomio

irriducibile.

Per il teorema degli zeri di Hilbert [H, cap.I sez.1|, una curva ridotta e irridu-
cibile € di P?(C) si puo identificare con il suo supporto % .

Se € ¢ come sopra la curva F(xg,x1,z3), e vale (%), poste

¢ - F1(900>331,1’2) =0,

€1 Fi(vo,21,22) =0,

le %; si dicono componenti irriducibili di €, e fra i supporti delle curve sussiste

la relazione

C =C,U... UG, .

Definizione 1.1.5. Sia 4 una curva algebrica di P?(C), € : F(xg,z1,72) =
0 con F' polinomio omogeneo di grado d, e sia ¢ € PGLy(C) la proiettivita

rappresentata dalla matrice

Qoo Ap1 Qo2
¢: a1p ail a2

Q20 A21 A2

Posto G(zo, z1,22) = F(¢(xg, x1,22)), G € certo un polinomio omogeneo di grado

d, quindi ¢ ben definita la curva 2 : G(xg, z1, x2) = 0.
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Poiché ¢ ¢ invertibile, valgono

Yo, y1,92) €C <= ¢ o, y1,42) € Z ,

[0, T1,%2) € P <= ¢(xg,21,72) €C
quindi per i supporti si ha
0NE)=T . $2)=% .

Diremo allora che 2 ¢ la trasformata di € tramite ¢, € ¢ la trasformata di 9

tramite ¢, e scriveremo ¢~ (€) = D, 4(2) = €.

Definizione 1.1.6. Se ¥ e Z sono due curve algebriche di P?(C), si dice che
€ e 2 sono proiettivamente equivalenti se esiste ¢ € PG Lo(C) tale che ¢(2) =
% (equivalentemente ¢~'(¢) = Z). La definizione ¢ ben posta giacché non
dipende dai rappresentanti scelti per €, Z, ¢, e da una relazione di equivalenza

sull’insieme delle curve di P?(C).

Osservazione 1.1.b. Si puo dimostrare [Se, pp.455-457| che una curva € €
P?(C) ¢ irriducibile <= ogni curva proiettivamente equivalente a ¢ ¢ irriducibile;
per questo si dice che l'irriducibilita € una proprieta proiettiva della curva.

Inoltre, si verifica che grado, numero e molteplicita delle componenti irriducibili

di una curva sono proprieta proiettive.

Ricorreremo pit volte a curve proiettivamente equivalenti ad una cubica &
data; poiché il nostro lavoro si concentrera anche sull’insieme numerico a cui
appartengono le coordinate dei punti di &, & utile notare che se ¢ € PGLy(C),

allora sono equivalenti
(1) ¢(P*(R)) = P*(R) (rispettivamente ¢(P?(Q)) = P%(Q))

(ii) esiste una matrice A € GL3(R) (rispettivamente A € GL3(Q)) che rappre-

senta ¢.

(Si osservi che se A € G'L3(Q) rappresenta ¢, anche v/2A o iA rappresentano ¢
come proiettivita di P?(C)).



Capitolo 1. Premesse

Definizione 1.1.7. Siano ¢ C P?(C) una curva, ¢ : F(zg,71,22) = 0, P €
P?(C) un punto; se

xo = A + Bop
oy o o
riq T =a A+ Pip mnk(o ! 2)22 . ) eP!

Bo B B
Ty = o\ + Bopu

& una retta passante per P, P = (o) + fBofi, a1\ + Bifi, ao) + Bofi), si definisce

la molteplicita di intersezione di v e € in P nel modo seguente:

(0 se P¢¢€
© serC%

se [\, fi] é radice di molteplicita m di
F(aogh + Bope, an A+ Bipe, aok + Bapt)

Questa definizione non dipende dalla parametrizzazione scelta per r.

Useremo spesso il seguente risultato, che ¢ un caso particolare del teorema di
Bézout [BCGB, teorema 4.2.1]:

Teorema 1.1.8. Sia € € P?(C) una curva di grado d, e sia r una retta, r £ €

come supporto. Allora

> i(%,r,P)=d. (1.1)

Per

Dimostrazione. Nella sommatoria al primo membro di (1.1), solo un numero finito
di termini sono non nulli, perché r ¢ €, e questi corrispondono ai punti di € Nr.

Se scriviamo

To = ap + Sop
ri =N+ P e € F(vg,z1,22) =0

Ty = Qg + Sop
ap o «
conrank [ 0 1 ) =2e [\, 1] € P!, la risolvente di 4 N r ¢ un’equazione
Bo B P

omogenea di grado d nelle indeterminate A, u, e poiché C é algebricamente chiuso,
questo ha, a meno di proporzionalita, d radici contate con molteplicita, che sono

d punti su € Nr contati con le loro molteplicita di intersezione. O]
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Definizione 1.1.9. Sia ¢ una curva di P?*(C), e sia P € P*(C) un punto. Si
definisce la molteplicita di € in P:

wp(€) = mini(€,r, P) .

roP

Vale up(€¢) =0 < P ¢ €; se up(¥) = 1, P si dice punto semplice per €; se
pp(€) > 1, P si dice punto singolare (o multiplo) di molteplicita pup(%) per €.

Se una curva % non ha punti singolari, diremo che % ¢ liscia (o non singolare).

C’¢ moltissimo da dire sui punti singolari di una curva, ma poiché lavoreremo

solo con cubiche lisce, ci limitiamo ad enunciare questo risultato fondamentale:
Teorema 1.1.10. Sia € una curva di P*(C), € : F(xo, x1,79) = 0.

(a) Un punto P € P*(C) ¢ un punto di molteplicita m > 1 per € se e solo se

o LE
—— | =0 Vhkl{eN taliche h+k+{=m—1
.axgax’ff)xgp RS aty cne h+ K+ m

omE

e esistono h,k, 0 € N tali che h+k+/{=m e W

£0

P

(b) Se P ¢ un punto semplice per €, esiste un'unica retta t C P?(C) tale che
i(%,t, P) > 2, di equazione
OF

I + —
P 81'2

L OF
’8x0

oF
$0+—

o =0.
P 8x1 2

P

La retta t si dice tangente a € in P; se i(€¢,r,P) = 3, P si dice punto
di flesso ordinario per €; se i(€,r,P) = k+2, k > 1, P si dice flesso di
specie k per €.

Di conseguenza, per una cubica liscia € : F(x¢, x1,x2) = 0, le derivate parziali
di F' non sono mai tutte e tre nulle in un punto, e poiché deg ' = 3, ogni retta
interseca % in 3 punti contati con molteplicita; in particolare, € puo avere al piu
flessi ordinari.
Infine, se ¥ ¢é una cubica riducibile, ¥ : G = 0, notiamo che si verifica solo uno

dei seguenti casi:
o G=F-F, condegF, =1, deg Fy = 2, Fy irriducibile

e G=G-Gy-G3, condegG; =1peri=1,2,3.
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Allora, posti r : I} =0, % : F5, =0, r;, : G; = 0 per i = 1,2,3, si hanno 6

configurazioni possibili per i supporti delle curve:

(a) #NE ={P, P}, P#P, (d) ¥ NiyNig = {P}
(0) %H%Z{P} (e) T =7y #73

=
—
I

¢
)
I

=c
W

(c) mMNra=P, " Nrs3=0Q,7aNr3=R (f)
P, Q, R distinti

In ogni caso, si verifica subito che esiste almeno un punto multiplo per Z.

/@j ; (b)

% )<

Figura 1.1. Esempi nel piano reale di possibili configurazioni del supporto di
una cubica Z riducibile.

N

In particolare, una cubica liscia ¢ irriducibile.

1.2 Cubiche liscie piane e parametrizzabilita

L’obiettivo principale del lavoro presentato é descrivere I'insieme dei punti a coor-
dinate razionali di una cubica € liscia razionale (cioé una cubica per cui esiste
un’equazione a coefficienti razionali).

Ricordiamo che K(z) denota il campo delle funzioni razionali a coefficienti in K,
cioé il campo dei quozienti di K[z].

Se avessimo una parametrizzazione razionale per €, ovvero se valesse (nel piano
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affine)

x = h(t)
G : conteC, h,geC(x)
y=9()

o addirittura h, g € Q(x) (dato che € ¢ razionale), avremmo anche un modo per

ottenere tutti punti a coordinate in Q di %’; purtroppo pero una parametrizzazione

siffatta non puo esistere. Per mostrarlo, ci occorrera il seguente risultato:

Lemma 1.2.1. Siano p,q € Clx] primi fra loro, e supponiamo che

I\, i) €PHC),i=1,...,4, a due a due distinti

tali che \yp + p1q, ..., \ap + paq sono quadrati in Clz| .

Allora p,q sono costanti.

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che se p,q € C[z] sono coprimi e

tali che vale (x), allora esistono p, ¢ € C[z] primi fra loro, tali che

P.P—q,Pp—Aj, q conX#0,1 (1.2)

sono quadrati in C[z] e

max{degp, deg ¢} = max{degp, degq} .

Infatti [A;, i), 2 = 1, ..., 4, sono punti in posizione generale, quindi esiste un’unica

proiettivita ¢ della retta proiettiva tale che

¢<A17/’L1) = {170] ) ¢(>\27:u2) = [07 1] ) ¢(A37/'1’3) = [17 _1] )
varra poi ¢(\yg, pa) = [1, —A] per qualche X # 0, 1. Quindi se ¢~! ¢ rappresentata
dalla matrice <Z 2) con ad — bc # 0, i polinomi

p=ap+bg, q=cp+dq

sono tali che i (1.2), che sono ordinatamente uguali a multipli non nulli di

AP+ p1q, ..y Aap + p14q, sono quadrati; inoltre p, ¢ non hanno fattori in comune,
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altrimenti li avrebbero
dp —bg = (ad — cb)p , cp — ag = (bc — ad)q .

Infine si ha max{degp, deg ¢} = max{degp, degq}: anzitutto, vale certamente
max{degp, degq} < max{degp, degq}. Supponiamo valga la disuguaglianza
stretta; chiamiamo « e [ i coefficienti direttori rispettivamente di p e ¢, e sia per
esempio degp < degq. Se degp < degq, deve essere b = dff = 0, cioe b =d = 0,

il che contraddice ad — bc # 0; se deg p = degq, allora deve essere

ac+ b5 =0 a b (a) (0)
<~ =
ca+dB =0 c d) \B 0
contraddicendo di nuovo ad — bc # 0.

Procediamo ora alla dimostrazione. Per assurdo, 'insieme
S ={(p,q) | p,q € Clz], p,q non costanti, coprimi e tali che vale (x)}
é non vuoto, quindi
{m € N | m = max{degp, degq}, (p,q) € S}

ha minimo m, e per quanto detto prima, esiste una coppia (p,q) € S tale che
m = max{degp, degq} e p, p— G, p — A\, ¢ con A # 0, 1 sono quadrati.

Scriviamo

, =" (1.3)
p—qg=u>—v=(u+v)(u—0)
p— A =1 —  ? = (u+ V) (u— V)

dove v\ & una radice fissata di \.

Poiché p, ¢ sono primi fra loro, lo sono anche (u + v), (u — v) (altrimenti 2u, 2v,
e quindi u?, v? avrebbero fattori in comune in C[z]) e (u+ vAv), (u—vAv) (per
lo stesso motivo).

D’altra parte, i loro prodotti u? — v, u? — Av? sono quadrati in Clx] per la (1.4),

10
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quindi ogni loro fattore compare con una potenza pari, ovvero
utv, u—v, u+ Vi, u—vViv

sono quadrati in Clz]. In definitiva (u,v) € S, e per (1.3) vale max{degu, degv} <

m, assurdo. O
Si ha:

Proposizione 1.2.2. Una cubica liscia di P*(C) non é parametrizzabile tramite

funzioni razional.

Dimostrazione. Anticipiamo ora alcuni risultati che vedremo a breve: una cubica
liscia % si pud sempre immergere in nel piano proiettivo complesso in modo che

una sua equazione affine sia
€yt =2a2° 240 b C;
Yy =2"+axr"+or+c , a,0,ceC;
possiamo traslare 4 in modo da avere

C:y=z(r—a)(xr—pB), cona,B#0,a#f

(vedi osservazione 1.3.a). Infine, se Va3 ¢ una radice fissata di o, usando la

trasformazione
T =aX

y=vVadY

e dividendo tutto per o3, troviamo
€ Y’ =X(X-1)(X—-X\), con \#0,1.

Se € avesse una parametrizzazione razionale:

X = h(t)
, h,geC(t)
Y =g(t)
allora per h e g varrebbe la relazione
W =g(g—1(g—=A) . (o)

11
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Poiché C(t) ¢ un dominio a fattorizzazione unica, si puo scrivere

, 1,5 coprimi in CJt]
,  P,q coprimi in C[t] .
Vogliamo mostrare che h e g sono costanti sfruttando il lemma appena visto;

proviamo allora che esistono quattro combinazioni lineari distinte di p, ¢ che sono

quadrati in C[t]. Sostituendo ~ e g in (e) e moltiplicando ambo i membri per ¢*s*

si trova
r’¢® = sp(p — q)(p — \q)
da cui
82|T2q3 _— 32|q3
e

¢ | s*plp—q)(p—N) = ¢*|s*.

2
Pertanto s?> = v¢®, v € C, e in particolare yq = (g) ¢ un quadrato in C(t); ma
poiché vq € C[t], ¢ un quadrato in C[t]. Inoltre r* = yp(p — q)(p — \q), dove
p, (p —q), (p — Ag) non hanno fattori in comune (altrimenti li avrebbero p e q),

quindi 36, ¢,k € C tali che

op, e(p—q), K(p—Aq)

sono quadrati in C[t]. Per il lemma, p e ¢ sono costanti, quindi lo sono anche r
ed s per le relazioni dette sopra, e h, g € C; pertanto non possono costituire una

parametrizzazione per €. m

Osservazione 1.2.a. Abbiamo visto nella dimostrazione precedente che se & ¢

una cubica liscia, si pud sempre trovare un’equazione affine per ¢ della forma
€y =x(x—1)(z—N), A2eC~{0,1}. (%)

Per il teorema di Salmon [Se, 36.3|, se P & un flesso di € allora esistono 4 tangenti
a € a due a due distinte passanti per P, compresa la tangente in P.

Inoltre, identificando il fascio di rette per P con la retta proiettiva P!, le 4 tan-

12
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genti si possono vedere come punti [\, 1], ..., [\, pa] di P!, e si dimostra che
il loro modulo (definito come j(/3), dove j é la funzione j(z) = % e e
il birapporto [Se, pp.343-344| di [A1, p1], .-, [\4, pta]) non dipende dalla scelta del
flesso P.

Pertanto ¢ ben definito il modulo della cubica j(%) := j(/); tale modulo ¢ un
invariante proiettivo [Se, corollario 36.4], e se € = %) ¢ la cubica data da (%),
vale j(%)) = j(A).

D’altra parte, VA, X € C \ {0, 1}, risulta

1 A—1 A
() =N N A, —, 1=
i =it = vefa po-a 5 50 )
quindi posto
M = {classi di equivalenza proiettiva di cubiche liscie piane}
si ha

M| =[{7(N), A€ C~{0,1}} ]

dove l'ultimo insieme indicato ha la stessa cardinalita di C.

1.3 Forma normale di Weierstrass

Pur dovendo rinunciare ad una parametrizzazione razionale, possiamo comunque
ottenere un’equazione per % che ci permettera di studiare la curva in maniera

efficace.

Teorema 1.3.1. Sia € una cubica liscia di P*(C). Allora € ¢ proiettivamente

equivalente ad una cubica di equazione affine

€y =2 +ar® +br+c

ovvero esiste & € PGLy(C) tale che € = ®(F).

Dimostrazione. Poiché € ¢ non singolare, possiede almeno un flesso P [Se, pro-
posizione 34.8, corollario 34.9]. Con una proiettivita ¢ trasformiamo P nel punto
[0,0,1] = P’, in modo che la tangente di flesso sia r : zy = 0 (P siffatta esiste: im-
porre condizioni su P e sulla sua tangente equivale a imporle su P e un altro punto

# P sulla tangente; una proiettivita é determinata, come sappiamo, dalle immagi-

13
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ni di 4 punti in posizione generale). Questo significa che, se " : F(xo, z1,22) =0
é 'equazione della trasformata nel nuovo sistema di riferimento, con
3 3 3 2 2 2
F(xo, 21, x2) =aoxy + 127 + asxs + azxgry + a4TiTe + asrori+

(1.5)

2 2 2
+ agroTy; + arriT2 + AgT1x5 + AgToX1T2,

poiché P € €' e F(0,0,1) = ay, dovra essere ay = 0.

Scriviamo poi

OF 2 2 2
a—x = 3@0IO + 2@31’0I‘1 + 2CL4I0]32 + a5y + agTo + agx1Z2 ,

0

OF 2 2 2

o = 3a1x] + asxy + 2a5T0x1 + 2072172 + agTs + agToTs ,
1

oF 2 2 2

o = 3asx; + asxy + 2a6Tox2 + arx] + 2037172 + A9ToT1 ;
2

oF
oxg

agxo + agr1 + 3asxrs = 0, e nel nostro caso deve essere r : xo = 0, per cui ag # 0

) . . \ OF OF _ N
I’equazione della retta tangente a ¢ in P ¢ pZo+ 5o-| pT1+ 50| pT2 = 0, cioe

e ag = 0. Rimane quindi

’ 3 3 2 2 2 2 2
¢ - apxy + a1 x| + asxiT1 + aaTyT2 + asToT] + AeToTy + arxiT2 + agroxr1T2 = 0 .

H W
0 0
Infine, deve valere i(¢”,r,P") = 3, dunque la risolvente di ¢’ N r, che &

a173 + azxizy = 0, deve avere [0, 0, 1] come radice di molteplicita 3, da cui a; = 0

e ay # 0.
Deomogeneizzando rispetto ad g, con x = £, y = £ a meno di dividere per
X0 0o

ag # 0, posso scrivere €’ come
€y 4 Bry +yy = ax’ +6x* fex + ¢

doveazj—é#o.

Considero poi la trasformazione affine ¥—!

14
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per cui 'equazione della trasformata ¢ di %" risulta

2 2

ve Py DV X3 sxPheX t¢
4 2 4

cioe " : Y? = f1(X) con f; polinomio di grado 3. Se a # 1, utilizzando 'affinita

X =oax
Y = oy

e dividendo tutto per a?, otteniamo una curva %Z, proiettivamente equivalente a

%, con I'equazione della forma cercata. n

Notazione 2. Possiamo riformulare il teorema precedente in questo modo: data
una cubica liscia ¢ di P*(C), ¢ possibile determinare un riferimento proiettivo P

tale che & abbia equazione rispetto a P data da

€y =2 +ar® +br+c a,b,ceC.
In tal caso diremo che € ¢ in forma normale. Scriveremo anche

€:y*=f(xr) con f(x)=2a"+ar’+br+c.
Esempio 1.1. Cerchiamo un’equazione in forma normale per la cubica:

2 2 2 2 2 2
€ - ToT1 + T2 + ToT] + Toxy + T{T2 + T125 + Tor122 = 0 .
\/ Yy

_—/‘/ v

Figura 1.2. Rappresentazione dei punti reali di ¢ in coordinate non omogenee
T = %, y = 2—3, C:x4y+a®+y®+ay+aPy+ay? =0 Vedi
appendice A.

15
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Osserviamo che % & non singolare, infatti posto

2 2 2 2 2 2
F(xg, 1, 29) = 251 + T5T2 + o] + ToTs + 1T + 1125 + ToT1 T2

il sistema
( a—(x x1,22) =0
axo 0y L1y L2
g_i(x(])xhlé) — 0
or

(x(b X1, 'IQ) = 0

\ Oz2
ha solo la soluzione banale (0,0, 0).
% ha un flesso in P = [1,—1,0], con tangente r : zo + x; — xo = 0; scegliamo
dunque ® € PGL, tale che ®(P) = [0,0,1] e &(r) = ' con 7’ : g = 0; ad

esempio la proiettivita rappresentata dalla matrice

O(¢) = ¢’ avra equazione data da F'(®~(xg, z1,72)) = 0; facendo i conti risulta

&' —x% + 4x3x1 — 2x(2]x2 — bxoxT — x5 + 22° + 307129 = 0
e deomogeneizzando rispetto ad zy rimane

€' y? — 3y + 2y = 22° — 5a? 4 da — 1.

Applicando la proiettivitd W rappresentata dalla matrice

1 0 O
y=10 1 O
1 —§ 1

2

trovo U(¢") = €¢" di equazione F(®~1(U~1(1,z,y))) = 0, ovvero

11
‘5”:y2:2x3—zx2+x;

16
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ancora ponendo y = 4Y, x = 2X, ossia utilizzando 'affinita

@

I
o O =
O = O
== O O

e dividendo tutto per 16, si ottiene € : = F(®~1(¥~1(O7(1,2,y)))) = 0, cio

- 11 1
¢ Y’ =X"-—_X"+-X
16 - 8
proiettivamente equivalente a ¢ tramite
1 1 -1
QoVod=1|1 1
1 _1
8 78
Y ~
€

Figura 1.3. Rappresentazione di % in coordinate non omogenee X, Y.

Osservazione 1.3.a. E bene notare alcune proprieta di una cubica liscia scritta
in forma normale, che torneranno utili in seguito. Anzitutto, il suo grafico in

i—f), ¢ simmetrico rispetto all’asse delle

coordinate non omogenee x = 2L, y =
z (quindi (a,b) € € < (a,—b) € ¥). Inoltre € ha [0,0,1] come unico punto
all’infinito, e questo & sempre un punto di flesso; le rette che passano per [0,0, 1]
sono le rette aventi equazione affine del tipo x = «a, a € C, piu la tangente
inflessionale, che é la retta all’infinito xq = 0; tenendo conto di questo, possiamo
lavorare su % considerando per lo piu la parte affine.

Infine, scrivendo € : y? = f(z), osserviamo che sono possibili 2 casi: il polinomio

f(z) ha una sola radice reale (figura 1.4), oppure ha 3 radici reali distinte (figura

17
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/
\

Figura 1.4 Figura 1.5

1.5).

- O

Non puo succedere che f(x) abbia una radice reale T doppia o tripla: infatti in
tal caso T sarebbe radice di f e di f’; d’altra parte, posto F(z,y) = y* — f(z),
vale € : F(xz,y) =0e g—i = —f'(x), %—5 = 2y, quindi il punto (z,0) € € azzera
entrambe le derivate parziali, ovvero € singolare, contro I'ipotesi che € sia liscia.

18



Capitolo 2

La legge di gruppo su una cubica

liscia

2.1 Costruzione geometrica della somma di due

punti

E possibile dare all’insieme dei punti di una cubica non singolare del piano pro-
iettivo complesso la struttura di gruppo; questo ci permettera di ricavare molte

informazioni, non pit di carattere solo geometrico, sui punti di una cubica liscia.
Definizione 2.1.1. Sia ¢ C P?(C) una cubica liscia e sia O € ¢ fissato. Per
ogni P, ) € €, definiamo P + () nel modo seguente:

sia (P, Q) la retta passante per P e @); questa interseca % in un terzo
punto per il teorema (1.1.8), che indichiamo con P * ). Chiamiamo
allora P+ @ il terzo punto di intersezione fra € e la retta (O, P*Q),
ovvero P+ Q = O x (P % Q).

La definizione é ben posta; in particolare é bene notare che le intersezioni con ¢

delle rette vanno considerate con le loro molteplicita, ovvero

e se P = (@, allora (P, P) ¢ la retta tangente a % in P (che é sempre ben
definita perché € é liscia)

e se P#£Q e (P Q) ¢ tangente a ¥ in Q, allora PxQ = Q

e se P ¢ un punto di flesso, allora P x P = P.
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Figura 2.1. Due esempi su una cubica liscia: P +Q e P+ P = 2P

Vorremmo ora provare che quella definita sopra é un’operazione che da all’insieme
dei punti di € la struttura di gruppo abeliano. La dimostrazione completa di
questo fatto richiede alcuni risultati sui sistemi lineari di curve, che vedremo a
breve, e vari risultati legati al concetto di varieta algebrica, di cui daremo solo

alcuni cenni.

Nel seguito indicheremo con Sy il C-spazio vettoriale dato dall’insieme dei po-
linomi omogenei di grado d in 3 indeterminate a coefficienti in C, pi il polinomio
nullo, cioe S; = C|xg, 1, x2]4, € con P(Sy) I'insieme delle classi di proporzionalita
degli elementi di Sy \ {0}, che si identifica con l'insieme delle curve di P?(C) di

grado d. Ricordiamo che una base per S; ¢ data dai monomi
zoaPaxP , con do+di+dy=d , 0<d;<d

dunque dim Sy = (df) = (d‘f) =N edimP(S;) = N — 1.
Inoltre se F € P(Sy), Py, ..., P, € P?(C), denoteremo con Ay(Py, ..., P,) I'insieme
{F eP(Sy) | F(P)) =0 ¢=1,..,n}, che risulta essere un sottospazio di P(Sy)

di dimensione > N — n.

Lemma 2.1.2. Siano r : g(xg,x1,22) =0 con degg =1 ¢ € : h(xg,r1,22) =0
con degh = 2 rispettivamente una retta e una conica non degenere di P?(C).
Siano poi P, ..., P, € P2(C), e si consideri Ag(Py, ..., P,) con d fissato. Allora

(i) se P1,... Py €r, Per,...., P, &1 ek >d, vale

Ad(Ph e Pn) =g- Adfl(Pk+1> o Pn)
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(i) se Py,.... P, €€, Pyr1,..., P & € e k > 2d, vale

Ad(Pla 7Pn) - h . Ad,Q(P]CJrl, 7Pn)

Dimostrazione. Se F' € Ay(Py,...P,), la curva & : F' = 0 interseca r nei punti
Py, ..., P, con k > d; per il teorema 1.1.8 deve essere r C Z. Come conseguenza
del teorema degli zeri di Hilbert (si veda [H, par.1.1]) si ha F' = gF} per qualche
Fy € P(S4-1). Inoltre, poiché Py 1,...,P, € 2 ma ¢ r, tali punti dovranno
appartenere alla curva 2, : F} = 0, cioé Fy € Ay_1(Pgt1, .., Pn). Questo mostra
I'inclusione

Ag(Pr,y ..y P) Cg- Ay 1(Pryq, ..oy P);

'altra inclusione segue subito dalla definizione di A,. Quindi vale (7); per (i) si
ragiona in maniera del tutto analoga: si usa un altro caso particolare del teorema

di Bézout, che si dimostra analogamente al teorema 1.1.8. [
Proposizione 2.1.3. Siano Py, ..., Py € P?(C) punti distinti. Supponiamo che

(%) comunque presi 4 dei P;, questi non sono allineati

(%) comunque presi 7 dei P;, questi non giacciono sulla stessa conica non dege-

nere

Allora le cubiche di P?(C) passanti per Py, ..., Py formano uno spazio proiettivo
di dimensione 1, cioé dim Ag(Py, ..., Pg) =1

Dimostrazione. Si ha anzitutto dim Az(P, ..., Ps) > 1, perché i P; impongono 8

condizioni lineari sui punti di P(S3), che ha dimensione 9.

Caso (a) I punti sono a 3 a 3 non allineati e a 6 a 6 non giacciono sulla stessa
conica non degenere. Per assurdo, dim Az(P, ..., Ps) > 2; considero allora Py
e Py punti distinti scelti su r = (P, P»). Il passaggio per Py, Pjy impone alle
cubiche di P? due condizioni lineari, indipendenti o meno da quelle imposte da

Py, ..., B, ovvero
dimA:;(Pl, ...,Plo) Z dimAg(Pl, ceey Pg) -2 Z 0.

In particolare IF € A3(Py, ..., Pig). Ora, poiché r : ¢ = 0 contiene i 4 punti
Py, Py, Py, Pyg, per il lemma 2.1.2 deve essere F' = gF}, con F| € Ay(Ps, ..., Py).
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Ma questo va contro l'ipotesi: infatti se F; = 0 ¢ ’equazione di una conica
degenere, almeno 3 punti fra Pj, ..., Py devono essere allineati su una delle
rette del supporto della conica; se non degenere, ho 6 punti fra Py, ..., Py che

vi giacciono.

Caso (b) Tre punti sono allineati, ad esempio Py, P», Py € r: g =0. Sia Py € r
diverso da Py, P, Ps; per il lemma 2.1.2 vale Ag(Py, ..., Py) = gAo(Py, ..., ),
dove Ag(Py, ..., P3) contiene almeno un punto, e anzi ne contiene esattamente
1 [R, cap.1, corollario 1.10] per 'ipotesi (x).

Quindi dim Ag( P, ..., Py) = dim Ay( Py, ..., Ps) = 0, da cui dim A3( Py, ..., Py) <
1.

Caso (c¢) Sei punti giacciono sulla stessa conica con degenere, ad esempio P, ..., Pg
su% :h=0.Sia Py € ¢ diverso da P, ..., Ps; ancora per il lemma 2.1.2 vale
A3(Py, ..., Py) = hA(Pr, Fy).

Ma Ay (P, Ps) = {(P7, Ps)}, quindi di nuovo dim A3(FPy,...,Py) = 0, e si

ragiona come nel caso (b).
[

Corollario 2.1.4. Siano 6, ¢, C P?(C) due cubiche tali che
QNG ={P,...P}, P#Psei#]

Allora una cubica 9 C P%(C) passante per 8 di questi punti passa anche per il

nono.

Dimostrazione. Per i P;, i = 1,...,8 valgono le condizioni (x) e (x*) della propo-
sizione 2.1.3: infatti se 4 punti fossero allineati su una retta r, questa dovrebbe
essere contenuta in 4 e in és, contro l'ipotesi € N %s = { P, ..., Py}; allo stesso
modo, se 7 punti fossero sulla stessa conica non degenere, questa dovrebbe essere
contenuta in 4; N %.

Quindi dim Ag(Py, ..., Ps) = 1, ese € : [1 =0, ¢ : F, = 0, con Fy, F, €
A3(Py, ..., P), Fi # F5, queste costituiscono una base di Az(P, ..., Ps); per-
tanto una cubica ¥ passante per i P;,, ¢ = 1,...,8, avra equazione del tipo

D : \Fy + puFy, = 0, [\, u] € P!, quindi passera anche per Py. O

Con questo risultato, siamo in grado di dimostrare la prima parte del seguente:

22



2.1. Costruzione geometrica della somma di due punti

Teorema 2.1.5. Siano ¢ C P%(C) una cubica liscia, O € € fissato, e

(:CXxXEC€—F
(A,B) — ((A,B)=A+B

loperazione definita in 2.1.1. Allora (¢,+,0) ¢é un gruppo abeliano.

Dimostrazione. Siano A, B, C' € €’; vale certamente A + B = B + A dato che
Ax B=B x A.

Proviamo che O ¢ ’elemento neutro, cioé¢ A+O = O % (AxO) = A. La retta per
A e O interseca % la terza volta in A x O; quindi la retta per A% O e O, che ¢é la
stessa, interseca % la terza volta in A.

Per trovare gli elementi opposti, si considera il punto O = O * O e si definisce il
punto A’ = A x O; vale quindi A x A’ = O. Allora

A+ A =0%(AxA)=0x0=0

dato che (O, O) & tangente in O. Questo prova A’ = —A.

Per mostrare 'associativita, poiché

(A+B)+C=0x%((A+B)=*C)
A4+ (B+C)=0x*(Ax(B+0())

bastera mostrare (A+ B) «C' = Ax (B + C).
Consideriamo le rette r = (A+ B,C) e t = (A, B+ (), e supponiamo che i punti

O,A,B,C,AxB, BxC,A+B, B+C,rNt=E (2.1)

siano tutti distinti (quindi F & ben definito perché r e t sono rette distinte); &
sufficiente mostrare che E appartiene a €. Infatti, poiché r e ¢ intersecano gia &
ciascuna in due punti diversi da E, se anche E/ € €, questo dovra coincidere con
(A+B)*xCeAx(B+C).

Ora, nella costruzione di (A + B) * C e A« (B + C) sono tracciate 6 rette:

rn=(A,B), ro=(0,AxB), r=(A+ B,C)
t1:<B,C>, t2:<O,B*C>, tI<A,B+O>
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Capitolo 2. La legge di gruppo su una cubica liscia

Figura 2.2 Figura 2.3

Considero le cubiche degeneri %7 e %5 che hanno come supporto rispettivamente
ry Uty Ur e t; Urg Ut; queste passano per i nove punti (2.1), e € passa per 8 di
questi. Per il corollario 2.1.4, ¥ deve passare anche per il nono, cioé F; questo

prova l'associativita nel caso che i punti (2.1) siano distinti. O

Osservazione 2.1.a. Diamo un’idea di come si puo dimostrare ’associativita nel
caso in cui due o pit punti in (2.1) coincidano. Per una dimostrazione alternativa
si veda [K, pp.67-74].

Anzitutto, una cubica liscia ¢ C P?(C) ¢ una varieta proiettiva, su cui possiamo
mettere la topologia indotta dalla topologia di Zariski in P?(C), cio¢ la topologia
in cui un chiuso ¢ il luogo degli zeri di un numero finito di polinomi omogenei
€ Clzg, x1, xa).

In questo ambito, si puo dimostrare che valgono i seguenti fatti:

(I) la funzione *: € x €

(A ) — Cj ¢ una funzione continua
,B) —

* B

(IT) Vinsieme U = {(A, B,C) € € x € x € | i punti (2.1) sono distinti}

¢ un sottoinsieme denso di € X € x €.

24



2.1. Costruzione geometrica della somma di due punti

La (I) ci dice che la funzione A — A% O ¢ pure continua (perché restrizione di %
a % x {O}), quindi lo sono anche ( : € x ¢ — €, ((A, B) = A+ B, e la funzione
opposto A — Ax (O xO), perché composizioni di funzioni continue. Allora anche

le funzioni

Y1=Co((xide): (€xC)xC€ — Ex€C€ — €
(A,B,C) +— (A+B,C) — (A+B)+C

Yo=Co(idcx(): €x(€x¥€) — Ex€ —> ¢
(A,B,C) +— (AB+C) — A+ (B+C0O)

definite su ¢ x € x € sono continue e coincidono su U per (II).

Inoltre, la funzione

E XECXxXEC — €
(A, B,C)— ¥1(A,B,C) — ¥5(A,B,C)

é continua perché composizione di funzioni continue.

Di conseguenza, l'insieme
{(A,B,C) € € x€ x€|%1(A,B,C)=%(A,B,C)}

¢ un chiuso, in quanto controimmagine di {O} tramite la funzione continua

Y1 — X9, e contiene U; pertanto contiene anche la sua chiusura, che ¢ appun-
to € X € X €.

In altre parole
VA, B,Ce€¥,A+(B+C)=(A+B)+C

quindi vale Iassociativita e (¢, +, O) & un gruppo abeliano.
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Capitolo 2. La legge di gruppo su una cubica liscia

2.2 La legge di gruppo su % in forma normale

2.2.1 Proprieta

Osservazione 2.2.a. La legge di gruppo su una cubica dipende dal punto scelto
come elemento neutro, infatti certamente O % (P % Q) # O" % (P % Q) se O # O'.

Vale comunque la seguente proposizione.

Proposizione 2.2.1. Siano O, O due punti di €, e siano +, rispettivamente ®
le leggi di gruppo su € con elemento neutro O, rispettivamente O'.

I gruppi (¢,4+,0), (€¢,®,0’') sono isomorfi tramite l’applicazione
p:P— P O.

Dimostrazione. Si ha

HP+Q)=(P+Q)cO = (o)
P(P)@9(Q) =(PSO)@(QO0)=P®QO20 = (o).

Dunque (o) = (ee) se esolose P+Q =Pd Q60 < (P+Q)®0 =P®Q. Ma
(P+Q)®0=0x(PxQ)®0=0"*(0*(0*(PxQ)))= (o)
P&Q=0"x(PxQ)=(co)

Quindi (o) = (c0) se e solo se O x (O x (P xQ)) = P % @, che & vero. ]

E bene notare che questo non significa ¢(A * B) = ¢(A) x ¢(B); infatti ad
esempio se O ¢ un flesso ma non lo ¢ O risulta ¢(O * O) = ¢(0) = O e
#(0)*p(0) =0"« 0" # 0.

Osservazione 2.2.b. La legge di gruppo su una cubica non dipende dal riferi-
mento proiettivo scelto: infatti la definizione 2.1.1 é basata su una costruzione

puramente geometrica, valida a prescindere dalla scelta della coordinate.

Alla luce di queste osservazioni, da ora studieremo (%, +, O) considerando €
in forma normale e prendendo come elemento neutro O il punto all’infinito di %,
che ¢ un punto di flesso; il gruppo cosi ottenuto ¢ particolarmente maneggevole,

ed é caratterizzato completamente da alcune sue proprieta:
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2.2. La legge di gruppo su % in forma normale

Teorema 2.2.2. Sia ¢ una cubica liscia di P*(C) in forma normale
€yt =2 +ar’ +br+c;
esiste un’unica legge di gruppo su € tale che
(i) lelemento neutro sia O = [0,0, 1]
(i) Uopposto di A = (z4,Yys) € € sia —A = (T4, —Ya)
(i) YA, B,C € € valga A+ B+ C =0 < A, B,C sono allineati.

Dimostrazione. Nel teorema 2.1.5 abbiamo gia mostrato che (¢, +,0), con l'o-
perazione definita in 2.1.1, & un gruppo, per cui vale (7). Inoltre, VA € ¥, —A ¢
dato da

—A=A%x(0x0)=A%0

perché O & un punto di flesso; ma (A, O) é laretta z = x4, che interseca € la terza
volta in (24, —y4) = —A, cioé (i7). Infine, A, B, C sono allineati < Ax B = C
< Ox*x(A*B)=0xC, cio¢ A+ B = —C, da cui (ii7).

Mostriamo l'unicita: se (¢,®,0) ¢ un gruppo che soddisfa (i) - (ii7), allora
A®B =6C con 6C = S(zc,yc) = (e, —yec) = —C; quindi A+ B=A®B. O

2.2.2 Formule di addizione su %

Diamo ora delle formule per calcolare le coordinate di A + B in (¢, +,0), che

torneranno utili per ricavare proprieta algebriche e numeriche degli elementi del

gruppo.

Proposizione 2.2.3. Consideriamo la cubica ¢ C P?(C),
C yt=2+ar®* +br+c,

e siano f(x) = 2° + az* +bx + ¢, A,B € € diversi da O = [0,0,1], con A =
(:L‘AayA)y B = (fL‘B,yB). Allora

A+ B=N—a—x,— 25 —AN —a—2, —x5) +p)) (2.2)
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Capitolo 2. La legge di gruppo su una cubica liscia

con
)\:ys—yA7M:yA—)\xA:yB—)\xB se B#+A
Tp — Ty
/
)\:f<IA>,u:yA—)\xA seB=Aey, #0
294

In particolare se A = B wale la cosiddetta formula di duplicazione:

x4 — 2b2% — 8cx, + b? — dac
4(z3 4+ ax? + bx, +¢)

(2.3)

Toa =

Dimostrazione. Sia B # —A (quindi in particolare B # A con y, = 0); allora la
retta (A, B) non ¢é del tipo x = k.
Scriviamo A * B = (¢, —Ye), A+ B = O % (A* B) = (2¢,yc), € cerchiamo
(¢, —yc) come terzo punto di intersezione fra € e (A, B); se B # +A e quindi
ry; —x, # 0, (A, B) ha equazione:

y=Ar+pu con A= Yo~ Ya

T U =Ys— AT, =Y — ATp.
JIB—J,’A

La risolvente di € N (A, B) ¢ quindi
2+ (a — N)2® + (b= 2 )z + (c — p*) =0,

dove il polinomio al primo membro ha come radici x,, x5, o, quindi si puod

scrivere come
23— (24 + 25+ 20)27 + (XaTp + TATo + TpTo)T — TATpTe
Pertanto a — \? = — (2, + 25 + z), da cui
Te=N—a—x,—x5 , Yo=—(Arc+p).

Se B = A con y, # 0, le coordinate per 2A si ottengono considerando la tangente

in A a%: posto F = y? — f(x), questa ha equazione

8_F
ox

oF
(I—l’A)—F—

— ) =0
" ay (y yA)

A
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2.2. La legge di gruppo su % in forma normale

ovvero

—f(@a) (@ —24) +2ya(y —ya) =0

che riscriviamo come
. / /(QCA)
V=, (T —24) +Ya-

/
x
Ponendo \ = y, i =y, — Ar, e intersecando con ¥ risulta come prima
Ya

Tos = N2 —a — 2x,, cioé

322 + 2ax, + b)?
:(;2,4:< 4 (2yA); ) —a—2r, =

(322 + 2ax, + b)*
= —a—2x, =
423 + az? + bxr, + ¢)

_ x4 —202% — 8cx, + b? — dac -
4(a3 +ax? +br,+c)

Osservazione 2.2.c. Le formule trovate ci permettono di sommare quasi tutte
le possibili coppie di punti di €’; sono escluse le coppie del tipo (A, O), (A, —A)
e (A, A) con y, = 0. I primi due casi sono banali, e il terzo ¢ un caso particolare

del secondo, infatti y, = 0 equivale a A = —A, quindi 2A =A - A= 0.

Esempio 2.1. E estremamente facile implementare le formule (2.2) su un cal-
colatore; per un esempio di codice per Matlab/Octave si rimanda all’appendice
A (vedi somma).

Dato A = (3,8) su & : y* = 2° — 43z + 166, proviamo a calcolare 24, 44, 8A4;

usando somma, basta dare i comandi

A=[3,8] ; a=0 ; b=-43 ;
dA=somma(A,A,a,b);
gA=somma (dA,dA,a,b);
oA=somma(qA,qA,a,b);

e si trovano i punti

2A = (=5,—16) , 4A=(11,32) , 8A=(3,8)=A.
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Capitolo 2. La legge di gruppo su una cubica liscia

¥ 44 = (11,32)

24 = (—5,—16)

Figura 2.4. Rappresentazione della cubica nel piano reale affine (la
scala usata per gli assié x:y =1:5).

2.3 Punti di ordine finito m: 1icasim=2e m =3

Notazione 3. Nel seguito, se a € R, a > 0, la scrittura y/a indichera, com’e
consueto, la radice quadrata positiva di a; se a € R, a < 0 oppure a € C \ R,

v/a denotera una (fissata) radice quadrata complessa di a, e altra verra indicata
con — /a.

Ricordiamo che dato un gruppo (G, +,0), un elemento a € G ha ordine finito
m se dk > 0 intero tale che ka = 0 e m é il piu piccolo naturale con questa
proprietd; se ka # 0 Vk € N ~\ {0}, si dice che a ha ordine infinito.
Abbiamo gia incontrato elementi di ordine finito in (¢, +, O): nella cubica dell’e-
sempio precedente, A = (3,8) era tale che 84 = A, quindi 7A = O; in una cubica
liscia qualsiasi in forma normale, se A = (z4,0), allora A = —A, quindi 24 = O.
Sappiamo anche che, dato un gruppo abeliano G e fissato m > 0 intero, I'in-
sieme {a € G | ma = 0} ¢ un sottogruppo di G (il nucleo dell’applicazione
a — ma). Iniziamo allora a guardare come sono fatti questi sottogruppi nel caso

di (¢, +,0); per m =2 e 3 si ha il seguente:

Teorema 2.3.1. In P?(C), sia ¢ : y*> = f(x) con f(x) = 2% + ax?® + bx + ¢ una
cubica non singolare in forma normale, e si consideri il gruppo (€,+,0) con

O =[0,0,1]. Allora
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2.3. Punti di ordine finito m: icasim=2e m =3

(i) un punto A = (x.,y4) € €, A# O, ha ordine 2 < y, =0

(i) € contiene esattamente 4 punti di ordine k, con k|2, e questi costituiscono

un sottogruppo Iy di € isomorfo a Zy X 7o

(iii) un punto A = (x4,y4) € €, A# O, ha ordine 3 < x, ¢ radice del polinomio

p(x) = 32* + dax® + 6bz® + 12cx + (dac — b*) (2.4)

(iv) € contiene esattamente 9 punti di ordine k, con k|3, e questi costituiscono

un sottogruppo I's di € isomorfo a Zs X Zs.
Dimostrazione.

(i) Abbiamo gia visto che, se A # 0, 2A =0 & A= -A Sy, = -y, &
ya = 0.

(i) I punti A = (x4,y,) tali che y, = 0 sono tutti e soli quelli per cui x, ¢é
radice di f(z). Nell’osservazione 1.3.a abbiamo visto che le radici g, as,
as di questo polinomio sono distinte, altrimenti 4 sarebbe singolare; per

() si hanno quindi tre punti di ordine 2, dati da
Ay = (a1,0) , Ay = (a9,0) , Az = (a3,0).

Dunque l'insieme T’y = {O, Ay, A, A3} (dove abbiamo aggiunto O che ha
ovviamente ordine 1|2) contiene tutti e soli i punti A tali che 2A = O, quindi
¢ sottogruppo di (¢, +, O); poiché ha ordine 4 e contiene solo elementi di

ordine al piu 2, ¢ isomorfo a Zy X Zsy [J, teorema 3.13].

(#i) Mostriamo anzitutto che, se A # O, vale 3A = O < z,, = x,. Infatti
3A=0=2A=-A= z,, = ., = 1, viceversa se 1,, = x4, allora
2A =+ A, e poiché A # O deve essere 24 = —A, quindi 34 = O.
Ricordando che z,, ¢ dato dalla formula (2.3), x, sara soluzione dell’equa-

zione
B xt — 2bx% — 8cx + b? — 4dac

v 4(x3 + ax? + bxr + ¢)

(2.5)

ovvero, moltiplicando ambo i membri per il denominatore (che sara # 0 in
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Capitolo 2. La legge di gruppo su una cubica liscia

x, dato che A non ha ordine 2) e svolgendo i calcoli:
32" + dax® 4 6ba® + 12cx + dac — b* =0 (2.6)

Quindi 34 = O & p(z,) = 0, dove p ¢ il polinomio al primo membro di
(2.6).

Per prima cosa, occorre mostrare che p ha quattro radici distinte aq, ..., a4 €

C; queste corrisponderanno ai punti

{(O‘biﬁl)’ (O‘27i52)7 (O‘Saiﬁ?))» (CY4,:|:54)}

(2.7)
Bi=flag) i=1,..,4

che per (7ii) sono tutti e soli i punti di ordine 3.
Per mostrare che gli a; sono distinti, facciamo vedere che p e p’ non hanno

radici in comune; scrivendo la formula di duplicazione come

f/(xA)2
oA = T T A= 2T,
Tou () a—2x
I'equazione (2.5) diventa
f'(x)?
- —a—2
@ "

cioé, essendo f(z) # 0 perché A non ha ordine 2,
Af(x)x +4f(z)(a+22) — f'(z)* =0
da cui

ple) = 4f (2)(3z + a) - f'(2)’
= 2f(2) f"(x) - ['()” (2.8)

Se p ha una radice a di molteplicita > 2, questa deve essere anche radice di

p(x) =2f(2) " () + 2" (x) [ () — 2f'(2) f" (2)
= 2f(x)f"(x) = 12f(x) (2.9)

Pertanto se a ¢ una radice di p(z) e p'(z), per la (2.8), a deve essere
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2.3. Punti di ordine finito m: icasim=2e m =3

necessariamente anche radice di f(x) e di f’(x), ma sappiamo che questo
non é possibile perché € ¢ liscia.
Poiché non puo essere 3; = 0 per qualche ¢, i punti (2.7) sono tutti distinti,

e I'insieme
F3 - {Oa (alv iﬁl)) (042, iﬁ?)v (Oég, :l:/83)a (0447 j:ﬁ4)} )

dato da tutti e soli i punti tali che 34 = O, contiene esattamente 9 elementi.
Infine, dato che I's contiene solo punti di ordine 1 o 3, non é ciclico e deve

quindi essere isomorfo a Zg x Zs (si veda [J, teorema 3.13]). O

Vediamo cosa succede se anziché studiare i punti di ordine finito su C li

studiamo su R o su Q.
Corollario 2.3.2. Nelle notazioni precedenti

(a) o sea, b, c € R, l'insieme
{A=(24,ys) €C | z4,ys € R, 24 =0} U {0}

e un sottogruppo di I's isomorfo a Zo oppure a Zo X Zs;

e sea, b, ceQ, linsieme
{A=(4,94) €€ | 24,y4 €Q, 24=0}U {0}
¢ il gruppo nullo, oppure é un sottogruppo di I's isomorfo a Zo 0 a Zy X Zs
(b) e sea,b,ceR, linsieme

{A=(z4,y4) €€ |x4,ys € R, 3A=0}U{0O}

e un sottogruppo di I's isomorfo a Zs;

e sea,b,ceQ, l'insieme
{A=(24,y4) €€ | x4,y, € Q, 34A=0}U{0O}

¢ il gruppo nullo, oppure & isomorfo a Zs.
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Capitolo 2. La legge di gruppo su una cubica liscia

Dimostrazione. La prima affermazione di (a) segue immediatamente dal punto
(1) del teorema precedente e dal fatto che f(x), polinomio a coefficienti reali, puo
avere una o tre radici reali; analogamente la seconda segue da (i7), osservando
che f (a coefficienti razionali) puo avere zero, una oppure 3 radici razionali.

Mostriamo ora la (b); abbiamo visto che i punti di ordine 3 hanno come ascissa le
radici del polinomio p(x) dato da (2.4): cerchiamo quindi di capire quali di queste
radici sono reali studiando "andamento di p(z) come funzione di una variabile

reale. I punti estremanti di p(x) si trovano cercando le radici di (vedi (2.9))

p'(x) = 12f(z)

quindi se T & una sua radice reale, questa é certamente punto estremante per p(z),
perché non puo essere radice anche di p”(z) = 12f'(x) (vedi osservazione 1.3.a).
Se ho solo una radice reale (figura 2.5), questa corrisponde necessariamente ad
un minimo assoluto, perché p(x) m +00. Se tutte e 3 le radici sono reali
(figura 2.6), sempre perché p(x) — +00, queste corrisponderanno a due
minimi e un massimo relativi per p. Inoltre, se Z ¢ una radice reale di p’ (quindi

P (z) =12f(z) = 0), si ha per (2.8)

Figura 2.5 Figura 2.6

In definitiva, per le proprieta dei punti estremanti e per il teorema di Bolzano, p

ha esattamente due radici reali o, as con a; < ap. Infine, in un intorno di aq, p €

decrescente (perché p(x) — +00), quindi f(aq) = ’% < 0; analogamente,

/
in un intorno di oy, p & crescente, dunque f(ay) = £ (132) > 0.
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2.3. Punti di ordine finito m: icasim=2e m =3

Quindi solo 4/ f(a2) € R, ovvero su € ho esattamente due punti reali di ordine
3

A= (ag,\/flas)) , B= (a2, —/flaw))

e questi costituiscono, insieme a O, un sottogruppo ciclico di ordine 3 di I's.
Infine se a, b, ¢ sono razionali, si puo ripetere lo stesso ragionamento fatto sopra,
osservando che se ap € R\ Q o f(ay) non ¢ un quadrato in Q, l'insieme indicato

conterra solo O. [
Esempio 2.2. Determiniamo i sottogruppi

Iy={A€¥|2A=0} , T3={Ac%|3A=0}
in % :y? =2+ 4x.

Gli elementi di I'y diversi da O sono i punti (z,4,y,) con y, = 0 o, equivalente-

mente, z, radice di 23 + 4z, ovvero
Al - (0,0) 5 A2 - (22,0) 5 Ag - (—22,0)
Un isomorfismo fra Zy X Zs e I'y potrebbe essere

(0,0) +— O (0,1) +— Ay
(1,1) HAl (1,0) <—>A3.

Gli elementi di I's diversi da O hanno come ascisse le radici di
p(z) = 32 + 242 — 16,

e sono i punti (nella notazione 3):

A= —4+%§,¥4—3+2\/§ B=-A
8v3 4v/—3i 4
C= -5 —5 \/3+2V3 D=-C

y
E— —\/—4+%§, Zg/g4—3+2\/§ F=—FE
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Capitolo 2. La legge di gruppo su una cubica liscia

/ 430
G=|- —4—%3, ?5 3+2v3 H=-G

Si verifica poi che 'applicazione definita da:

Ar—(1,0) C+— (0,1) E+— (1,2) G+— (2,2)
B+— (2,0) D —(0,2) F—(2,1) H+— (1,1)
O +— (0,0)

¢ un isomorfismo fra I's e Zs3 X Zs.
Osserviamo infine che solo A e B sono punti a coordinate reali, e insieme a O

costituiscono un sottogruppo ciclico di I'3 di ordine 3.

2.3.1 Proprieta geometriche dei punti di ordine 3

Osservazione 2.3.a. Ricordiamo che un punto di flesso per una cubica piana ¥

¢ un punto non singolare P tale che, se t ¢ la tangente alla curva in P, si ha
i(2,t,P)>3.

Se & ¢ una cubica, questa condizione diventa quindi i(Z,t, P) = 3.

Pertanto in (%, 4+, O) vale 34 = O < A ¢ punto di flesso per ¥, infatti
3A=0 & 2A=-A & —(AxA)=-A & AxA=A,

Analiticamente, si pud vedere cosi: i punti di flesso della cubica liscia € :
F(z9,x1,22) = 0 sono i punti che questa ha in comune con la curva di equazione
det H(xg,x1,22) = 0 (vedi [Se, pp.416-418]), dove F(zo, x1,x2) ¢ 'omogeneizzato

di f(z) —y? (vedi notazione 2) e H ¢ la matrice hessiana:

9%F 9%F 9*F

022 Omodz1  Oz00Ta 2bxy + 6cxrg  2axy + 2bxy  —2xo
_ o%F 9*’F 9*F _ .
H = 921020 _636% Ox1074 = 2&.1'1 + 2b$0 6.’13‘1 + 2@1’0 0 s
9*°F 0°F 0°F 2 0 2
Oxa0xg  Ox20x1 8m% 2 0
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2.3. Punti di ordine finito m: icasim=2e m =3

nel nostro caso é

det H(zg, z1, 72) =4((2a* — 6b)zoxT + (2ab — 18¢) w2z, +

+ (20* — 6ac)zy — 67175 — 2a7(T3).
Una soluzione al sistema

det H (o, x1,22) =0
F(ZE(),Il, 172) = O

la conosciamo gia, ed ¢ [0, 0, 1], 'unico punto di € sulla retta xy = 0. Lavoriamo

allora sul sistema deomogeneizzato

(2a* — 6b)x* + (2ab — 18¢)x + (2b* — 6ac) — 6xy® — 2ay* = 0

v =2 +ax® +br+c
sostituendo y? nella prima equazione e svolgendo i calcoli si trova
—12bz” — 24cx + 2b* — 8ac — 62" — 8ax® =0,

dove al primo membro ho proprio il polinomio p definito in (2.4) moltiplicato per
una costante; poiché le sue radici corrispondono a tutti e soli i punti di ordine 3,

vale 1’asserto.

L’osservazione appena fatta e il punto (iv) del teorema 2.3.1 provano quindi

il seguente
Teorema 2.3.3. Una cubica liscia di P*(C) ha esattamente 9 flessi.
La configurazione dei 9 flessi di una cubica liscia € molto particolare:

Teorema 2.3.4. Se una retta contiene due dei nove flessi di cubica liscia di

P%(C), allora ne contiene anche un terzo.

Dimostrazione. Consideriamo (%,4+,0), e siano A # O, B # O, B # A,2A due

flessi; allora |A| = | B| = 3 per l'osservazione 2.3.a, ¢ A e B sono generatori per

I's={0,A,B,2A,2B, A+ B,2A+ B, A+2B,2A+2B}.
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Capitolo 2. La legge di gruppo su una cubica liscia

Presi quindi due flessi distinti, questi si possono scrivere come

mA +nB

con 0 <m,n,s, t<2, (m,n s,t);
A+ iB (m,n) # (s, 1)

si ha
(mA+nB)+ (sA+tB)+(3—m—s)A+(3—n—t)B=0

pertanto i 3 punti distinti
mA+nB |, sA+tB , 3-m—-—s)A+B3—-n—1t)B

sono allineati.
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Capitolo 3
Il gruppo dei punti razionali

Definizione 3.0.5. Diremo che una curva 2 di P?(C) ¢é razionale se ¢ possibile
scrivere un’equazione F'(xg, z1,x2) = 0 per & con F' polinomio omogeneo a coef-
ficienti in Q. Diremo anche che un punto A = [ag, aj, as] € razionale se le sue

coordinate sono proporzionali ad una terna di numeri razionali (anzi, interi).

Osservazione 3.0.b. Se una retta ¢ razionale, possiede certamente infiniti punti
razionali, infatti r : axg + bz + cxo = 0 con a, b, c € Q contiene i punti del tipo
[gb, —qa — cd,d], con q,d € Q. Questo non vale gia piu nel caso delle coniche,
ad esempio z2 + 2} + 23 = 0 ha solo punti non reali se vista in P?(C), nessun
punto in P?(R) o P?(Q). Tuttavia ¢ sempre possibile [ST, pp.14-15| stabilire se
una conica proiettiva razionale ha punti razionali.

Il caso delle cubiche ¢ pit complicato; si puo dimostrare che esistono cubiche
razionali senza, con un numero finito o con un numero infinito di punti razionali
(vedi sezione 3.5), ma ancora non si ¢ trovato un metodo che permetta di deter-
minare se una cubica qualsiasi ne possiede almeno uno.

Nel seguito quindi, quando considereremo una cubica non singolare, supporremo

sempre che abbia almeno un punto razionale.

Proposizione 3.0.6. Sia ¢ una cubica liscia razionale di P?(C), e supponiamo

che € abbia un punto razionale O. Sia poi
%(Q) = {A = [ao,al,ag] € € | a; € Q}

Uinsieme dei punti razionali di €; allora € (Q) é un sottogruppo di (¢,+,0).
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Capitolo 3. 1l gruppo dei punti razionali

Dimostrazione. Siano A, B € € (Q); mostriamo che A+ B = O (AxB) € €(Q).
Anzitutto, (A, B) & una retta razionale perché passa per A, B razionali; inoltre,
poiché la risolvente di €N (A, B) é un’equazione di terzo grado a coefficienti in Q
e ha 2 soluzioni razionali, anche la terza deve essere tale. Quindi (A% B) € €(Q),

e per un ragionamento analogo anche O x (A x B) € €. n

3.1 Cubiche razionali in forma normale

Osservazione 3.1.a. Vorremmo ora studiare il sottogruppo € (Q) in (%, +, O)
usando le formule per la somma descritte nella proposizione 2.2.3, le quali erano
definite a partire da un’equazione in forma normale della cubica.

Si puo provare che se € ¢ una cubica liscia razionale, studiare il gruppo (%, +, O)
equivale a studiare (¢”, 4, 0’), dove €’ é un’opportuna cubica razionale in forma

normale, ovvero
€y =2*+art+br+c , abceQ,

e O’ & un opportuno punto razionale di ¢”. Non diamo la dimostrazione completa
di questo fatto ma mostriamo come si pud determinare %¢”, accennando ai risultati
teorici che giustificano il nostro ragionamento.

Osserviamo intanto che se O & punto di flesso, si pud procedere come nella di-
mostrazione al teorema 1.3.1: come prima proiettivita scegliamo una ® che porti
O in [0,0, 1], la sua tangente (che sara una retta razionale) in xy = 0 e un pun-
to razionale non sulla tangente in un altro punto razionale ¢ xq = 0. Risulta
O € PGLy(Q), cost &(%) ¢ ancora razionale. Tutte le altre trasformazioni usate
nella dimostrazione suddetta si possono scrivere come proiettivita a coefficienti
in Q, e danno in effetti un’equazione per % in forma normale e a coefficienti in
Q.

Supponiamo ora che O non sia un flesso, e sia P il terzo punto di intersezione

della tangente di O con %’; scriviamo 1'equazione di € : F'(xg, 21, x2) = 0, con

3 3 3 2 2 2
F(zo, z1,22) =aoxy + a1x] + asxy + asxiry + asxryTs + asToxi+ (3.1)
2 2 2 ’
+ aeToxy + arx1T2 + AgT1T5 + AgToT1T2
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3.1. Cubiche razionali in forma normale

e derivate parziali non tutte nulle in un punto, nel sistema di riferimento in cui
O =[0,1,0], zop = 0 ¢ la tangente a € in O, P=[0,0,1], x; = 0 & la tangente a €
in P.

Vale F(0,1,0) = ay, F(0,0,1) = as, quindi deve essere a; = as = 0 dato che O e
P appartengono a % .

Le tangenti a ¢ in O e P hanno equazione rispettivamente

r:asTo+ 3a1x1 + arxes =0

t: agxo + agxri + 3@21’2 =0

e devono coincidere con le rette xg = 0 e 1 = 0, quindi ag = a7 = 0, a5 # 0,

ag # 0. L’equazione (3.1) diventa quindi

. 3 2 2 2 2

C apTy + asxTiT1 + aaTyTe + asToT] + agT1x5 + agror1T2 = 0 .
W AIS
0 0

Deomogeneizzando rispetto ad zy, con x = i—é ey = ;—3, e dividendo tutto per

ag # 0 si trova
C:xy* + (Br+ )y = ax® + 6 + ¢,

_ Qa9 _ a4 _ as _ as _ ao
doveﬁ_577_£7a_—£7£0,5——£,5——£.

Consideriamo ora la trasformazione (definita su {X # 0}):

tramite questa si puo definire una corrispondenza (definita quasi dappertutto),

che & una mappa birazionale (vedi [R, 5.6, 5.8]) fra € e la cubica
Y24 (BX +9)Y =aX? + 65X +eX (%)

la quale si dird appunto birazionalmente equivalente a €. Da qui possiamo

procedere usando 'affinita

X=X

yoy - Ox 2
2 2
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Capitolo 3. 1l gruppo dei punti razionali

che ci da

1
(Y')? = —5 (X" 7P+ a(X)? +6(X)? + X
poi, essendo « # 0, usiamo ancora 'affinita

X' =ax

Y/ — Oézy

e dividiamo tutto per o*: si ottiene cosi I'’equazione in forma normale di una

cubica " birazionalmente equivalente a €,
¢y =1 +ar* +br+c.

Certo €" ¢é razionale, infatti tutti i coefficienti di ogni equazione ricavata sono
funzioni razionali dei coefficienti della cubica % di partenza, che era razionale.
Per le proprieta delle mappe birazionali, sappiamo che ¥ deve essere una cubica
irriducibile; inoltre € ¢ liscia: questo si vede considerando il genere geometrico
della curva, che é un invariante birazionale e vale 1 per le cubiche lisce (mentre &
zero per le cubiche singolari irriducibili).

Infine, i gruppi (¢, +,0) e (€¢”,+,0"), dove O” ¢ il punto all’infinito di €”, sono
isomorfi; infatti & possibile dimostrare che la mappa birazionale fra ¢ e €"” si puo
estendere in modo unico ad un isomorfismo di varieta proiettive [H, 1.6.8]; d’altra
parte € e € sono curve ellittiche, su cui possiamo dare la legge di gruppo senza
che questa dipenda dall’immersione delle curve in P?(C); cosi un isomorfismo di

varieta & anche isomorfismo di gruppi [H, 1V.4.9].

Tenendo conto di questo, da ora studieremo la legge di gruppo su una cubica

razionale ¥ con almeno un punto razionale e in forma normale.

Osservazione 3.1.b. Se ¥ ¢ una cubica liscia razionale,
€y =r4ar’+bxr+c |, a, b, ceQ,

e d € Z ¢é non nullo, usando 'affinita

T Rl
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3.2. 1l discriminante di x° + az? + bx + ¢

e moltiplicando tutto per d® si trova un’equazione per ¢
¢ :Y? =X’ +d%aX’ +d'bX + d°
che sara a coefficienti interi se d ¢ abbastanza grande (ad esempio, si puo prendere

il minimo comune multiplo dei denominatori di a, b, ¢).

Nel seguito considereremo quindi

€y =a+ax*+br+c , abc€el. (3.2)

3.2 1l discriminante di z° + az? + bx + ¢

I1 primo risultato notevole che vorremmo mostrare su ' (Q), con € data da (3.2),
¢ il teorema di Nagell-Lutz (vedi 3.4.6), il quale afferma che in questo gruppo gli
elementi di ordine finito hanno coordinate affini intere; per questo introduciamo
anzitutto il concetto di discriminante di f(z) = 23 + ax?® + bx + ¢ e studiamo la

sua relazione con la curva € : y? = f(x).

Definizione 3.2.1. Sia f € Z[z], f(z) = 2% + ax?® + bx + ¢; si definisce il

discriminante di f la quantita:
D = —4a’c + a*b* + 18abc — 40> — 27¢* € Z.

Proposizione 3.2.2. Sia f € Z[z], f(z) = 2° + az® + bz + ¢, e siano a1, g,

ag € C le sue radici; sono equivalents
(a) D éil discriminante di f
(0) D= (a1 — a2)*(a1 — az)*(az — a3)?

(¢) D=r(z)f(z)+ s(x)f(x) con

r(z) = (180 — 6a*)z — (4a® — 15ab + 27¢) € Z[x]
s(z) = (2a® — 6b)2” + (2a* — Tab + 9¢)x + (a®b + 3ac — 4b®) € Z[7]

Dimostrazione. Mostriamo (a) < (b); vale

f(@) = (2 = ) (z — ag)(z — as)
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Capitolo 3. 1l gruppo dei punti razionali

= 2% — (o + g + a3)2? + (aqas + ajos + apa3)T — aqasas

cosi a = —(og + s + asz), b = (as + agas + asag), ¢ = —ajasas. Ora si tratta

di svolgere alcuni calcoli; si ha

(1 — a2)* (a1 — a3)*(az — a3)* =
=(a? — 20105 + a3)(a] — 20103 + a3) (a5 — 20003 + 3)
=ajas + afod + ajas + ajas + agal + ajas—
—2(ajanas + ajagas + apasas) — 2(adad + adal + abad)+
+2(afasas + atanas + adasas + adasal + apasal + apasad) — 6ajasas

=(*)
ed anche

D = —4a’c + a*b* + 18abc — 4b* — 27¢*
= —4(&1 + ag + a3)3a1a2a3 + (061 + o + 063)2(041@2 + a1 + 042043)2+
+ 18(av1 + ag + ag)(ar1ag + ayas + asas)ag o —

— 4(0&10&2 + oz + 062043)3 — 27(0&10(2053>2 = (*) s

come volevamo.

Mostriamo ora (a) < (c¢). Nel prodotto

() f(z) + s(@)f'(z) =
=((18b — 6a*)x — (4a® — 15ab + 27¢)) (z° + az® + bx + ¢)+
+ ((2a® — 6b)z” + (2a® — Tab + 9c)zx + (a°b + 3ac — 4b%)) (32> + 2ax + b)

tutti gli addendi in cui compare una potenza di x si elidono fra loro, e rimane
r(z) f(z) + s(z) f(x) = —4a’c + a®b* + 18abe — 4b* — 27¢* = D. O

Osservazione 3.2.a. La proprieta (b) ci dice che il discriminante ¢ non nullo se
e solo se f non ha radici multiple, cioé se e solo se la cubica ¢ : y* = f(z) ¢ liscia.

La proprieta (¢) invece pud anche essere letta cosi: D appartiene all’ideale in Z[z]
generato da f(z) e f'(x).
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3.3. Le coordinate dei punti di ¢ (Q)

Proposizione 3.2.3. Sia ¢ : y*> = f(x) una cubica liscia razionale, con
f(x)=2+az> +br+c , abc€Z,

sia D il discriminante di f, e sia A = (x4,ys) € € tale che A # O e2A # O

hanno coordinate intere. Allora y, | D.

Dimostrazione. Poiché per ipotesi A # O e 2A # O, il che equivale a y, # 0
(vedi teorema 2.3.1), ha senso scrivere 2A = (2,4, ¥.4). Per la proposizione 2.2.3,

vale la formula

/
x
Toy =N —a—2x, , con \= f'(za)
2y4
dove a, x,, ., sono interi, quindi anche \? lo &; questo significa che \ = %

(che certo ¢ razionale), ¢ pure intero = vy, | f'(x4). Poiché y? = f(z,), vale

anche y, | f(z4). Per la (¢) della proposizione 3.2.2, y, divide anche

D =r(x,)f(xa)+ s(za)f(z4),

da cui Passerto (si osservi che r(x,), s(z4), f(z4), f'(x4) € Z). O

3.3 Le coordinate dei punti di ¥ (Q)

Mettendo una cubica razionale in forma normale, si scopre una proprieta cruciale
dei punti di ¢'(Q); per parlarne introduciamo il concetto di ordine rispetto ad un

primo p di un numero razionale.

Definizione 3.3.1. Sia p > 0 un primo fissato, e sia a € Q \ {0},
m
a=—p”, conmnveZ,n>0e (mn)=(m,p) =(np =1.
n

L’intero v si dice ordine di a rispetto a p (lo indicheremo con ord,(a) o semplice-
mente ord(a)), ed & ben definito Ya € Q non nullo. Infatti, se a # 0 ¢ un razionale

qualsiasi, sono uniche le scritture

m/

= con (m',n)y=1,n">0

m’ = sign(a) PRt pit
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Capitolo 3. 1l gruppo dei punti razionali

con p;,,pj, primi, ag, B, > 0 per k =1,..,t, h =1,...,s. Quindise p | m/, p

coincide con uno dei p;, , ad esempio p;,, € posto m = sign(a) - p’ -...-pi', n =1/,
v =aq,sihaa="2p" sep|n, p=p;, allorasi pone m =m', n= pf; S -pfj,
v=—0;septm/, pin alloram=m',n=n',v=0. Inogni caso, m,n,v

sono interi univocamente determinati e sono tali che (m,n) = (m,p) = (n,p) = 1,
n > 0.

Osserviamo inoltre che Vry,ry € Q ~\ {0}, valgono

1
T1

ord(ryrs) = ord(r1) + ord(rz) , ord ( ) = —ord(ry) .

Proposizione 3.3.2. Sia € la cubica di equazione
€ vy =a4+ar*+br+c , abcel,

O = [0,0,1], e siano P = (z,y) un punto razionale di €, p un primo fissato.
Vale
ord,(z) <0< ordy(y) <0

cioe p divide il denominatore di x < divide il denominatore di y, e in tal caso

esiste v > 0 tale che

ord,(x) = —2v, ord,(y) = —3v . (3.3)

Dimostrazione. Scriviamo anzitutto

m u
r= —— —_=
Y

wp®

dove p non divide m, n, u, w.

Sostituendo x e y nell’equazione di € si trova

u? m3 m? m

w2po - n3pdn + an2p2u + bnpu +c

m3 + amnp* + bmn2p* + endp3H

n3p3,u
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3.4. Punti di ordine finito

Proviamo che ord,(z) < 0 = ord,(y) < 0, e che in queste ipotesi valgono le
(3.3).
Sia dunque g > 0; si ha

p | (am’np! + bmn®p™ + cn®p™) , ptm?
= pt(m®+am®np” + bmn’p* + cn’p*)
m? + am*np* + bmn?p?* + cn3p3#

n3p3u

:>0rd( =—3u.

Inoltre 5
ptu*, ptw? = ord <g—> =20

w2p2o
pertanto 3u = 207; in particolare, anche o > 0.

Infine 2 | 3u = 2 | p, cioé Jv > 0 intero tale che p = 2v, da cui si ha anche
o= 3v.

Proviamo ora che ord,(y) < 0 implica ord,(x) < 0. Sia quindi ¢ > 0; siccome

pinde

m3 + am*np" + bmn?p?* + en3p3 u?
ord =3 = ord
nep-r

deve essere pu > 0 perché se fosse u < 0, si avrebbe p~3#, p~2*, p~* € Z, e

m? 4+ am?np” + bmn?p** + cn3pH B m3p 7 + am?np2* 4+ bmn’p~H + cen®

Y

n3pdn n3

che ha ordine rispetto a p certamente > 0. Ragionando come sopra, sara anche
3u = 20. O

3.4 Punti di ordine finito

3.4.1 I sottogruppi € (p")

La proposizione 3.3.2 ci dice che se P = (x,y) & un punto razionale di 4 (ma non

a coordinate intere), possiamo sempre trovare p primo e v > 0 intero tali che

m u
y:

Tr =

np21/ ) wp31/ ’
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Capitolo 3. 1l gruppo dei punti razionali

Allora, I'idea per mostrare il teorema di Nagell-Lutz consiste nel far vedere che
non esistono p e v siffatti per i punti razionali di ordine finito; introduciamo

dunque la seguente notazione.

Definizione 3.4.1. Siano p primo, v > 0 intero, € : y*> = 2 + ax® + bz + ¢,

a,b,c € Z. Poniamo
E () = {(z,y) € €(Q) | ord,(x) < —2v, ord,(y) < —3v} U {0}

ovvero l'insieme dei punti di ¢ (Q) della forma

(fv,y)z( A — > Wk >0

np21/+h ’ wp31/+k’

pitt I'elemento neutro O; per la proposizione precedente gli elementi di € (p”)

possono essere scritti come

. m u
(I’, y) - an(l/—l—i) ’ wp3(1/+i)

per qualche ¢ € N. Valgono poi le inclusioni:

CQ2¢p) 2¢@") 2. 2¢0F") 2 ..

E bene osservare che ¢ (p”) dipende dal rifermento scelto.

Inoltre, indicheremo con R, (o semplicemente R) 'insieme
R, ={r € Q|ord,(x) >0} U{0}

cioé l'insieme dei numeri razionali, scritti come in 3.3.1, tali che p non compare
al loro denominatore; si vede subito che R, & un sottoanello di Q, e gli elementi
invertibili rispetto al prodotto sono della forma z = ™ con (m,p) = (n,p) = 1.

Se v ¢ un intero > 0, scriviamo
pP’R={x€Q|ord,(z) >v}.

Proposizione 3.4.2. Nelle notazioni precedenti, per ogni primo p e per ogni

intero v > 0, €(p”) é sottogruppo di (¢ (Q),+,0).
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3.4. Punti di ordine finito

Dimostrazione. Siano p un primo fissato, v un intero fissato, v > 0.
Vogliamo mostrare che dati due punti di €(p”), la somma appartiene ancora a
€ (p”); occorrera quindi studiare le coordinate dei punti.

Anzitutto, effettuiamo un cambiamento di coordinate affini: passiamo prima a

ol

coordinate omogenee, con x = o

_ X2 1
, Yy = 32, per cul

€ : wory = 75 + axer] + brir, + cxp (3.4)

e deomogeneizziamo poi rispetto a x,, ponendo
L1 Lo

t=—,85=—

X2 X2

I

si ottiene cosi I'equazione affine

€ s =1+ at’s + bts® + cs* . (3.5)

Quindi stiamo considerando su P?(C) \ ({zg = 0} U {x5 = 0}) il cambiamento di

coordinate

t =
ovvero

QLI= Q|8

® = |

S =

~
-

N\ I

Figura 3.1. Rappresentazione della cubica ¢ : mox3 = 23 + azoz? + bz + cx}
nei piani affini zy e ts (qua a = b = ¢ = 1; osserviamo che € ¢ non
singolare, infatti 42 = 2> + 22 + 2+ 1 & taleche 2> + 22 + 2+ 1 =
(r +1)(z% + 1), che ha tre radici distinte in C). Vedi appendice A.

Nel piano ts, O ¢é l'origine, e i punti all’infinito di 4 sono quelli che giacciono
sulla retta x5 = 0 del piano proiettivo (la retta y = 0 nel piano zy), cioé i punti
di ordine 2 per quanto detto nella proposizione 2.3.1. Questi non appartengono a
€ (p”) (se stanno in €(Q), le loro ascisse nel piano xy sono le radici razionali di

f(z), quindi sono della forma ™, con m | ¢, n | 1, ovvero sono intere). Pertanto

nel piano ts troviamo in effetti tutti i punti che ci interessano.
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Capitolo 3. 1l gruppo dei punti razionali

Ovviamente, la legge di gruppo rimane la stessa (il riferimento proiettivo ¢ lo
stesso), e se A ha coordinate (z,4,y,) rispetto al piano zy, (t4,s,) rispetto al

piano ts (quindi ha coordinate omogenee [1, x4, y,4]), risulta

A—mﬁn—<@ﬂi):¢—A—(L‘:1>—emr%y (3.6)

Ya ’ Ya _yA’ —Ya
Sia ora A € € (p”); per qualche i > 0, si ha

B m U (MW, W 3(l/+7l))
(Ta,y4) = <np2(u+i)’wp3(v+i)> = (baysa) = (nu . up

Inoltre m, n,u,w sono tutti primi con p, quindi
ord(ty) =v+i>0, ord(s,) =3(v+1i) >0 = t, €P'R, s, €p*R.

Viceversa, se un punto A € ¢ ha coordinate (¢4, s,) nel piano affine ts date da

/

/
m u
t, = Fp”h EP'R, s, = apgwk € p*R h,k>0

nel piano xy avra coordinate

ta m'w’ 1 w’
JjA =———-—- yA = —— ——
S4 n/u/p2u+k—h ) R u/p?)u—l—k: )

in particolare ord(y,) < 0, quindi per la proposizione 3.3.2 anche ord(z,) < 0, ed

esistono m, n, u, w € Z primi con p, v’ > v > 0 intero tali che n > 0, w >0 e

m u

(Ta,ya) = <w7

) € EW ).

wp3y’
Quindi vale:

A= (x4,ys) EC(P") < ti€P"R, s4 € PR .

Siano ora A = (24,94), B = (5,y5) € €(p¥), A+ B = (z¢, yc), € indichiamo con
(ta,Sa), (ts,55), (tc,Sc) le rispettive coordinate nel piano ts; per quanto detto

sopra, sara

A+ B=(zc,yc) EC(p") <= tc€p'R, sc €p”R.

50



3.4. Punti di ordine finito

Calcoliamo allora t., s tenendo presente che, per (3.6), vale
A+B=0x%(AxB)=—(AxB) = —(—tc,—sc) = (tc, Sc) -

Osserviamo prima che se A # B sono due punti di ¢ tali che t, = t;, allora

vale ¥4 = ZB — costante, e A e B appartengono alla retta y = kx, dove + =

YA YB k
z—j = z—i, oppure alla retta © = 0. Nel secondo caso € N {x = 0} & dato da

{(0,1/¢), (0,—/c)}; se ¢ > 0 e y/c € Q, allora \/c € Z dato che c ¢ intero, e i due
punti non appartengono a €' (p”); se ¢ < 0, i punti non sono neanche razionali.
Altrimenti, € N {y = kx} da

FPo? =2 +ar® +br+c = 2+ (a— k)2 +br +c=0;

questa equazione pud avere zero, una o tre soluzioni in Q (non puod averne solo
due). Mostriamo che in quest’ultimo caso due soluzioni non danno punti nello

stesso € (p¥) per qualche p fissato. Infatti, se fosse

!/

m m
7xB: ,p
n

IA:_p
n

m,n,m’;n' € Z, (m,n)=(m',n)=1,

—2(v+1) —2(v+7)

(m,p) = (n,p) = (m',p) = (n,p) =1,
cioe A, B € €(p¥), posto zo = %, con (h,u) =1, si avrebbe

mm’

o2 h
—C = X ATpTo = p W=2-2%_ 7
nn U

quindi p T2+ | p,

D’altro canto

b=z,25 +Ts2c + TpTc

/ /
mm p74u72i72j + ﬂp—z(uﬂ‘)ﬁ + m *Q(VJFJ')E

nn' n U n'

~ mm'u + mn'hp>V+9) 4 m/nhp?¥+9) c7

nn/uptv2it2)

dunque p**2+% | (mm/u + mn'hp? @) + m'nhp?@+9) | e siccome divide gli ul-

timi due addendi, deve dividere anche mm/u. Ma (m,p) = (m/,p) = 1, quindi

51



Capitolo 3.

Il gruppo dei punti razionali

p*T2+2 |y, contro lipotesi (h,u) = 1.

In definitiva, in €’ (p”) non si hanno mai due elementi distinti A, B tali che t, = t5.

Questo ci lascia con due sole possibilita:
Caso 1: A# B, t, # tg.

La retta per A, B nel piano ts ha equazione

(A,B) :s=at+f con o =

Usando la (3.5) possiamo scrivere

Sp— 84 = (125 —t3) +a(thsy — t25,) + b(tps® — tas2) +c(s — s

con
oy = (% +tats +t3) +alts +ts)ss + bs?
g = at® +bt(s, + 55) + (82 + 5455 + 52)
da cui
Sp—58a Q1
tp—ta l—ao
cioe
o= aq - (ti +lats + tQB) + a(tA + tB)SB + bSQB
I—ay 1—(at? +bta(sa+ 85)+c(s3+ 8485 +52))
Caso 2: A= B.

= =) +a((t2 —t2)ss + 2(s5 — 54))+
+b((ts — ta)ss +ta(ss — s2)) +c(sh, — s3)
= (tB - tA)((ti +tatg + tQB) + Cl(tA + tB)SB + bsé)“r‘
+ (SB - SA)(ati + btA<SA + SB) + C(Si + SASB + S%))

= (tp —ta)ag + (S5 — Sa)2

(3.7)

Considero ’equazione omogenea per ¢ data da (3.4); la tangente per A = (4, 5,)

ha equazione

oF
3x0

or
3x1 A

IQZO.
A

l’o"’
A

1+ 55—
! 3:102
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3.4. Punti di ordine finito

Svolgendo i calcoli, nel piano affine s risulta

(3t2 + 2at a5, + bs?)t — 25,
(1 —at? — 2bt 48, — 3cs?)

S =

osserviamo che il coefficiente angolare di questa retta coincide con la quantita
all’'ultimo membro di (3.7) quando t, = tz, s, = Sz, quindi possiamo usare
sempre la (3.7).

Calcoliamo le coordinate di A * B = (—ts, —sc) in questi due casi; sostituendo

s = at + [ nell’equazione (3.5) si trova

at + B =13 + at?(at + B) + bt(at + B)? + c(at + B)*
=1+ aat® + aﬁt2 + bt + 2?)045152 + 55275 + caltd + 300425152—1—
+ 3cat® + cf?
= 0= (14 aa + ba® + ca®)t* + (aB + 2baB + 3ca® B+
+ (bB* +3cap? —a)t +cB* — 3.

Per un ragionamento gia visto, vale

K
(a3 4 2baB + 3ca’p)
\1+aa+ba2+ca%

VvV
K>

tA+tB_tC:_ :K

Per quanto detto sopra, vale t,,t; € p“R, 54,55 € p*R; cerchiamo allora di
capire com’é fatto K.

Dalla (3.7) sappiamo che 1 — s ha ordine rispetto a p pari a zero (cioé ¢ un’unita
in R), mentre a; ha ordine > 2v = « € p*’ R. Vale poi § = s, — at, € p*'R.
Pertanto K5 ¢ anch’esso un’unita in R, e K; ¢ un elemento di p** R, da cui si

conclude K € p* R

tC: tA+tB_K EpUR
s¢ = ate —fB €pR

— (A+B) € €(p"). O

Dall’ultima parte della dimostrazione appena vista segue anche la:
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Capitolo 3. 1l gruppo dei punti razionali

Proposizione 3.4.3. Nelle notazioni precedenti, [’applicazione

T:%(p") — p”R/p3vR
Ar—t,+p"R
& un omomorfismo di gruppo, il cui nucleo ¢ € (p*).

Dimostrazione. Si osservi che O +— [to] = [0], ese A# O, t, = ’;—3.

Sopra abbiamo provato che VA, B € €' (p”) vale

tatty—ti,n=K €p”R
—  ty.p=t,+t; modp¥R, (3.8)

dunque 7 & un omomorfismo. Il nucleo di T &
ker(T) = {A € €(v") | t. € p" R} ;

d’altra parte si ha t, = i—i € p R <= ord,(z,)—ord,(y,) > 3v; poiché z, e y,

sono della forma z, = Zp=20+0) ¢, = %p‘3(”+i), deve essere —2v —2i+3v+3i >

3v, cioé i > 2v, da cui
ord,(r,) > —2(v+2v) = —2(3v) = AcE(P”). O

Vediamo ora un’altra proprieta dei sottogruppi €'(p”), che segue dalla propo-

sizione precedente e dalla

Proposizione 3.4.4. Sia p un primo fissato, R = R, l’anello definito in 3.4.1,
siano o > v > 0 degli interi. Allora pVR/pUR ¢ ciclico di ordine p”~".

Dimostrazione. Nel seguito indichiamo con p” la classe p” + p°R; se k € Z, vale

kp” = kp”. Anzitutto, p” ha ordine p°~", infatti

(") = {kp” , k € Z}

pp
= {0, pY, 2p%s . po P, (p+ )P (P )Y (PP
p p
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3.4. Punti di ordine finito

é costituito da p?~" elementi distinti.
Mostriamo che ogni elemento di P'R / p? R sl puo scrivere come kp¥ per qualche
ke Z.

Prima osserviamo questo: in generale, se per due elementi vale la congruenza

m yop My o

con (m,p) = (n,p) = (m',p)=,p)=1e0<{l<h<o—v,allora

/
m ., M

v+ v+l
n n

/ v+h 1, v+l / h—/¢ /
n'm —nm n'm —nm
b r - prte ( p ) €p’R;

nn' nn’

se fosse h > (, avrei (n'mp"~* — nm’, p) = 1, dunque
m m’
ord,, (—p”+h - — ”H) =v+l<o
n n

contro l'ipotesi. Quindi h = ¥, e poiché deve valere

/
m m
n n

o—v—nh

sara anche n'm — nm/ = qp per qualche ¢ € Z.

Viceversa, dati %p”*h, ’;'Z—,’p”” € p’R con (m,p) = (n,p) = (m/,p) = (n',p) =1,
se

h=( e p’ " " (n'm—nm),

si verifica subito che vale (3.9).
Sia dunque b = Zprth ¢ pVR/pch, con 0 < h < 0 —v. Cerchiamo k € Z tale
che

Tp”h =kp” mod p’R <+—
n
I e€Z : k=kp", (K,p)=1

ed geZ - m—kn=q@° "

per quanto detto sopra.
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Si tratta allora di risolvere I’equazione

En+q” " =m (*)

nelle incognite k" e ¢; vale (n,p?"~")

= 1, quindi esistono soluzioni per (x).
Possiamo concludere pertanto che p” genera P'R / p° R, che & dunque ciclico di

ordine p?~". O

Corollario 3.4.5. Sia p primo, v > 0 intero; allora %(Pu)/fg(p?w) , con l'opera-
zione indotta da quella su €, ¢ un gruppo ciclico di ordine p° per qualche o € 7Z,
0<o < 2.

Dimostrazione. Per la proposizione 3.4.3, ’applicazione

Cg(py)/(g(pigy) — pVR/pSVR
A+LC[p") —st,+p*R

¢ un morfismo iniettivo di gruppi, cioé %(p") / €(p*) ¢ isomorfo ad un sotto-
gruppo di pVR/ p* R; per la proposizione 3.4.4, questo ¢ ciclico di ordine p%,
pertanto anche ¢(p”) / €(p*) € ciclico, e di ordine che divide p?”. O

3.4.2 I teoremi di Nagell-Lutz e di Mazur

Come gia accennato, la costruzione dei sottogruppi € (p”), ma anche la congruen-

za (3.8), costituiscono la chiave per dimostrare il seguente:

Teorema 3.4.6 (di Nagell-Lutz). Sia ¢ : y* = f(x) una cubica liscia razionale,
con f(x) = 2® +ax®> +bx +c ea,bc €Z, e sia D il discriminante di f(x). Se
A = (z4,y4) € un punto razionale di ordine finito di (¢,+,0) diverso da O,
allora ha coordinate intere; in tal caso vale y, = 0 (che equivale ad |A| = 2)

oppure y, | D.

Dimostrazione. Sia A € % di ordine m, e supponiamo per assurdo che abbia
coordinate razionali ma non intere, ovvero esiste p primo tale che A € €(p).
Sono possibili due casi:

Caso 1: (m,p) = 1. Anzitutto osserviamo che esiste v > 0 intero tale che A €
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3.4. Punti di ordine finito

C(p") N ECP ).

Applicando m volte la congruenza (3.8) con t, = t, si trova
t,a=mt, mod p*R:

poiché mA = O, vale anche t,,, = to = 0. Quindi mt, = 0 mod p*' R, cio¢
mt, € p*R; ma m & un’unitd in R, dunque t, € p3 R, da cui segue, per la
proposizione 3.4.3, A € €(p*). Perd 3v > v + 1, quindi A € €(p**), contro
I'ipotesi.

Caso 2: p | m. Scriviamo m = pm/, e consideriamo il punto A" = m’A # O.
In (¢,+,0), A" ha ordine p, e poiché A € €(p) e €(p) & un gruppo, anche
A" e €(p).

Ragionando come sopra, esistera v > ( intero tale che A’ € €(p”) e A’ & € (p*™);

inoltre, sempre per la (3.8), vale
O = to — tpA’ = ptA/ HlOd p3VR y

cio¢ ord,(pt ) =ord,(p) +ord,(t,) > 3v, da cui ord,(t,) > 3v—1. Per un ragio-

m —3(v+1)

EEN _ Ty _ —2(v+i _m roo
namento gia visto, se t, =34 con zy =7p )y ="p . m,n,m',n

primi con p, si ha
20 —2i4+3v+3>3v—1 <= 2v—i—-1<0 <= i>2v—1

quindi ordy(zy) > —2(v + 2v — 1), cioe A" € €(p*~'). Ma v > 1, per cui
3v—12>v+1, assurdo.

In definitiva, se A € ¥(Q) ha ordine finito, allora ha coordinate intere.

Piu precisamente, se A ha ordine 2, cioé 2A = O, A # O, allora per il teorema
2.3.1 si ha y, = 0; se A ha ordine > 2, allora anche 24 # O ha ordine finito e
coordinate intere per quanto appena provato; vale quindi la proposizione 3.2.3,

ovvero y, | D. O

Il teorema di Nagell-Lutz é particolarmente interessante perché ora, dati
f € Zz], flx) = 2* +ax? + bx + ¢, e € : y* = f(r) una cubica liscia razio-
nale, possiamo stilare una lista che comprenda tutti i punti razionali di ordine
finito di (¥, +, O).

Per i punti di ordine 2, come abbiamo visto, si calcolano le soluzioni intere al-
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I'equazione f(x) = 0; per gli altri punti di ordine finito, bastera sostituire ad y
i divisori del discriminante D nell’equazione di €', e cercare le soluzioni intere
dell’equazione cosi ottenuta.

Nota: Possono esistere punti P € % a coordinate intere con y | D e che non
hanno ordine finito; questi si possono distinguere dai punti di ordine finito se si
trova k € Z, k > 0, tale che kP ¢ un punto razionale ma non intero. In tal
caso infatti kP non puo avere ordine finito per il teorema di Nagell-Lutz, dunque

neanche P.

Osserviamo che i punti di ordine finito di ¢’(Q) costituiscono un gruppo; questo
vale in generale, infatti se G' € un gruppo abeliano e g, h € GG sono due elementi di
ordine finito, allora | — g| = |g| < o0, € se m = mecm(|g|, |h|), vale m(g+ h) = 0;
pertanto H = {g € G | |g| < oo} ¢ sottogruppo di G.

In particolare quindi data € : y* = 23 + az? + bz + ¢, si ha che

A@) = {P e?(Q)||P] < oo}

¢ sottogruppo di (¢'(Q), +, O).
Il caso delle cubiche lisce € molto peculiare: anche se non saremo in grado di

dare un cenno della dimostrazione, enunciamo ora un risultato significativo sulla

struttura di A(%).

Teorema 3.4.7 (di Mazur). Sia € una cubica liscia razionale con almeno un
punto razionale. Allora il sottogruppo A(€') dei punti razionali di ordine finito é

1somorfo a uno dei sequenti gruppi:
(I) Zy,, con1<n<10 0n=12
(I1) Zg X Zay, con 1 <n < 4.
Nota: In particolare, un punto razionale di ordine finito di € puo avere
al massimo ordine 12; questo puo essere utile per dire quali punti, fra quelli
determinati tramite il teorema di Nagell-Lutz, hanno ordine infinito: infatti se

P € €(Q) ¢ tale che kP, pur essendo a coordinate intere, & # O per ogni

k=1,...,12, possiamo concludere che P ha ordine infinito.
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3.4.3 Esempi di calcolo del sottogruppo A(%)

Vediamo ora alcuni esempi in cui applichiamo il metodo dato dal teorema di
Nagell-Lutz per la ricerca dei possibili punti razionali di ordine finito; a tal scopo
sono stati realizzati alcuni codici Matlab/Octave riportati nell’appendice A (si
veda in particolare ord_fin e ordine). Per ogni cubica considerata, riconosce-
remo poi la struttura di A(%), che sara una delle forme descritte dal teorema di
Mazur. Per una lista di esempi di tutte le possibili forme di A(%), si veda [K,
p.133].

Esempio 3.1: A(%) = Zs.

Consideriamo la cubica liscia
€ yP=a+1;
anzitutto, risolvendo x4 1 = 0 troviamo come unico punto razionale di ordine 2
il punto A = (—1,0).
Il discriminante di f(z) = 23>+ 1 ¢ D = —27, pertanto i valori possibili per 3 sono

{+1,£3,+9, +27} ;

si tratta allora di cercare le soluzioni intere alle equazioni:

=0 per y = =1
3 —8=0 per y = +3
22 —80=0 per y = £+9
23 —728=0 per y = +27 .

Si trovano cosi i punti
B=(0,1),C=(23), -B, —C;
B e C hanno rispettivamente ordine 3 e 6, infatti
20=(0,1)=B,3C=(-1,00=A,4C =(0,—-1), bC' =(2,-3), 6C =0

Questi sono tutti e soli i punti razionali di ordine finito in %, e costituiscono un
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gruppo ciclico di ordine 6.

Esempio 3.2: A(€) = Zy X Zy.
Per la cubica
€ y? =2+ 22° — 3z

vale f(z) = z(x + 3)(z — 1), quindi € ha 3 punti razionali di ordine 2:
A=(0,0), B=(1,0), C =(-3,0).

Il discriminante di f ¢ D = 144, quindi questa volta non faremo un elenco di
tutte le equazioni che occorre risolvere; pero col calcolatore ¢ facile verificare che

solo per y = £2 e y = +6 si trovano soluzioni intere, che danno i punti
D=(-1,2), E=(3,6), -D, —E.

Vale

2D = (1,0)

2F = (1,0)

B
B
quindi D ed E hanno ordine 4. Abbiamo trovato che i punti razionali di ordine
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finito di € sono
A={A B, C, D, E, -D, —F, O}

e questi costituiscono un gruppo abeliano con 8 elementi, fra cui elementi di
ordine 2 e di ordine 4, ma non di ordine 8: quindi il gruppo ¢ isomorfo a Zy X Zj.

Si puo verificare che

O+ (0,0) D +— (0,1)
A— (1,0) E—(1,1)
B+ (0,2) —D s (0,3)
C— (1,2) —E+— (1,3)

14
D
C A
y ;
3D |
1-4

Esempio 3.3: A(%) = {0}.

Counsideriamo ora la cubica
€y =a+52+2x+1;

si verifica che 4 non ha punti razionali di ordine 2, e che ha discriminante D =
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—279; per y = £1 e y = £3 si ottengono valori interi della x, e si trovano i punti:
A=(0,1), B=(1,3),C=(-2,3), D=(-4,3), A, -B, —-C, —D.
Vale

2A = (—4,3) =D

3 11
A= (-2 -—
= (as)
iamop o (22
9 27

cosi né A né D = 2A possono avere ordine finito, perché se cosi fosse, anche 3A
e 2D dovrebbero avere ordine finito, ma non hanno coordinate intere, contro il
teorema di Nagell-Lutz.
Per i punti B e C si ha

3 11
2B = (7’ @) 20 =(0,—-1)=—A

quindi, per lo stesso ragionamento sopra, anche B e C' hanno ordine infinito.

Osserviamo che, se avessimo iniziato da C', avremmo trovato

20 =(0,—1)=—A, 3C = (1,3) =B,

11
4C = (—4,-3) =—-D, 5C' = (10,-39) , 6C = (—z, g)

e sarebbe bastato questo per concludere che nessuno dei punti trovati ha ordine
finito.

Esempio 3.4: A(F) = Zs.
La cubica

y? = 2% + 4922 + 2562

ha come unico punto razionale di ordine 2 il punto A = (0, 0).
Il discriminante di f risulta
D = 90243072
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e si trova che gli unici punti a coordinate intere che soddisfano y | D sono
B=(-8,24), C=(-32,96), D =(16,144), —B, —C, =D .
Cerchiamo l'ordine di B:

2B = (16,144) = D , 3B = (—32,96) = C', 4B = (0,0) = A
5B = (—32,—-96) = —C', 6B = (16,—144) = —D , 7B = (—8,-24) = —B .

Cosi B e C' hanno ordine 8, D ha ordine 4, e i punti razionali di ordine finito di
¢
{O,A,B,C,D,-B,-C,—-D}

costituiscono un gruppo ciclico isomorfo a Zg.

3.5 Una cubica % con [€(Q)| < ¢

All'inizio di questo capitolo, abbiamo affermato che esistono cubiche lisce razionali
tali che il loro insieme dei punti razionali € vuoto, oppure contiene un numero

finito o infinito di elementi.
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Ad esempio, si puo provare che la cubica 2 C P?(C) data da
D : 3xp + 4a} + 55 =0

non ha punti razionali (una dimostrazione di questo fatto si trova in [Sl]).

Poi, la cubica & dell’esempio 3.3 possiede sicuramente infiniti punti razionali,
dato che abbiamo trovato degli elementi di ordine infinito in €' (Q).

Prima di presentare un esempio di cubica con un numero finito di punti razionali,
diamo un risultato che tornera subito utile, ed € particolarmente interessante
perché nella dimostrazione si usa un metodo simile a quello usato da Fermat per
provare che

'yt =z
non ha soluzioni intere non banali per n = 4.

Proposizione 3.5.1. L’equazione

non ha soluzioni intere (M, N, L) con MNL # 0.

Dimostrazione. Supponiamo che esista una soluzione siffatta; possiamo assumere
M,N,L > 0 (se esiste una soluzione (M, N, L) con ad esempio M < 0, allora
anche (—M, N, L) ¢ una soluzione di (x)), cosi M > N. Inoltre possiamo assumere
M, N, L a due a due primi fra loro: infatti si vede facilmente che se p primo divide

due fra M, N, L, allora deve dividere anche il terzo, quindi

= p4(M{L_N{l):p2L1 — E|L2 tale che L1 :p2L2

= (M, Ny, Ly) ¢ una soluzione di (x).
Il nostro scopo € provare che esiste sempre un’altra soluzione (]\~4 , N , E) di (%) con
0<M< M ; poiché questo ragionamento si potra ripetere infinite volte, per il

principio del minimo avremo un assurdo.

Caso (a) N pari, N = 2N (quindi M, L sono dispari per quanto detto sopra).
Vale
NY=2'N' = M* — 2 — 2'| (M2 + L)(M? - L)
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3.5. Una cubica % con |€(Q)| < oo

dove (M? + L), (M?* — L) sono entrambi pari; notiamo che non si puo avere
4| (M*+L)e4| (M?— L), altrimenti 4 dovrebbe dividere anche 2M?, ma
M? ¢ dispari. Dunque

2| (M?+¢eL) , 8| (M?—¢L),

dove si € posto € = +1.

Mostriamo ora che

M? +eL = 2M}

2 , (3.10)
—¢eL = 8N;

dM,, N1 € Z tali che {

scriviamo

— N* M?’4eL M?—cL
N = — = .
24 2 8
dove MCD (%, @) = 1, altrimenti troveremmo MCD(M, L) > 1. Da
questa relazione si vede che se p & un primo e p” é la massima potenza di p che

.. 2 . . : g oh -
divide w, allora ¢ anche la massima potenza di p che divide N ; quindi r

¢ un multiplo di 4, e ragionando analogamente con % si trova (3.10).

Da qui seguono
N*=2'M}!N} = N =2M,N, (3.11)
2M?* = 2M + 8N}

= M?*= M} +4N,
— M?*— M = (M — M) (M + M?) = 4N} .

Ancora una volta, se p primo divide (M — M) e (M + M}) allora p | 2M,
dunque p = 2 oppure p | M, ma in quest’ultimo caso p dividerebbe anche M; e
N1, quindi anche N, contro I'ipotesi (M, N) = 1; similmente, neanche 4 divide

contemporaneamente (M — M?) e (M + M?), ovvero
MCD(M — M?, M + M}) =2

Poiché il loro prodotto ¢ 4N{, e non hanno fattori in comune a parte 2, esistono
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Capitolo 3. 1l gruppo dei punti razionali

Ms, Ny € 7 tali che

M+ M? =2My , M — M?=2N, (3.12)
= 4N} = 4MyN,
= N; = MyN, . (313)

Ora, sottraendo membro a membro le relazioni in (3.12) si trova
2My — 2Ny = M + M} — M + M} = 2M7} |

cosi (My, No, My) & una soluzione di (x).
D’altra parte, per (3.11) e (3.13), poiché My, Ny, M7, Ny sono interi positivi,
vale

My < 2My < 2MyNoMy = 2N My = N < M ;

per quanto detto all’inizio della dimostrazione, il caso N pari é provato.
Caso (b) N dispari, N = 2N + 1; allora

N2 =4V +N)+1 = N’=1 mod 4
— N*=M*—-I°=1 mod4;

siccome un quadrato ¢ congruo a 0 oppure 1 mod 4, deve essere M* = 1
mod 4 e L? =0 mod 4.

In particolare L é pari e
L? = (M? — N*)(M? + N?) = 4| (M?* — N*)(M?+ N?) .
Poiché (M, N) = 1, ragionando come prima si trova
M? — N?*=2M? | M?+4 N?=2N}
per qualche My, Ny € Z, per cui

M? =M} +N? |, N?*=N:-M;?
— N{— M} = M*N?.
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3.5. Una cubica % con |€(Q)| < oo

Pertanto (M, Ni, M N) soddisfa (x), e si ha

M1<\/M12+N12:M,

questo conclude la prova del fatto che 'equazione (x) non ha soluzioni intere
(M,N,L) con MNL # 0. O

Proposizione 3.5.2. La cubica
C =22
possiede come unici punti razionali © punti

{(070) ) (_1’0)7 (1’0)7 O}

dove O = [0,0, 1] ¢ il punto all’infinito di €.

Dimostrazione. Anzitutto, ponendo y = 0 si trova 0 = z(x + 1)(z — 1), quindi
(0,0),(—=1,0),(1,0) € €; questi tre sono gli unici punti di ¢ con ascissa o ordinata
nulla.

Supponiamo allora che esista un punto razionale A = (z,4,y4) € € con x,y, # 0;
possiamo assumere y, > 0 (gia sappiamo che (z4,y,) € € < (x4, —Yya) € €)
ed anche z, > 0, infatti se z, < 0, si vede facilmente che il punto razionale
(—é, g—%) appartiene ancora a % .

Scriviamo quindi (24, y.) = (2,%), con (m,n) = (u,w) = 1.

Per la proposizione 3.3.2, se py, ..., px sono i fattori primi di n, allora esistono degli

interi vy, ..., v, > 0 tali che

m u
(xA’ yA) - 211 2vr 0 31 3y,

P1 Py P1 Py

quindi, posto d = p{*...p;*, possiamo scrivere

(Ta,ya) = (%v%> :

Questo vale ovviamente anche per i punti di ¢’ (Q) a coordinate intere, con d = 1.
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Capitolo 3. 1l gruppo dei punti razionali

In ogni caso n ¢ un quadrato, e vale n® = d°% = w?, quindi

w\2 m\3 m
(—) = (—) — — = u’n’ = w*(m® — n’m)
w n n

= u> =m(m —n)(m+n). (3.14)

Mostriamo che anche m deve essere un quadrato; prima notiamo che
MCD(m,m +n) =MCD(m,m—n)=1 e MCD(m+n,m—mn) <2

altrimenti troverei dei fattori comuni a m e n, contro l'ipotesi (m,n) = 1.

Ora, se p | m, per la (3.14) p divide anche u?, quindi (poiché non puo essere anche
fattore di m + n) compare fra i fattori di m con una potenza pari, cioé m & un
quadrato.

In definitiva, abbiamo scoperto che se esiste un punto razionale (x,,y,) = (%, %)

€ € con x,, y, > 0, deve valere
n=N?* |, m= M

e da (3.14) segue

u2

M*— N*=(m+n)(m—n)=— = L*,

m

dove M, N, L € Z, e sono tutti non nulli; in altre parole, (M, N, L) & una soluzione

2 con M NL # 0, contro la proposizione precedente.

[]

intera all’equazione z*—y* = 2z
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Capitolo 4

Il teorema di Mordell

In questo capitolo riprendiamo a parlare in generale del gruppo €(Q), e affrontia-
mo la dimostrazione del teorema di Mordell (teorema 4.4.2), il quale afferma che,
se € ¢ una cubica liscia razionale, ¥ (Q) ¢ finitamente generato. Noi proveremo
questo teorema solo per una classe (seppure molto ampia) di cubiche lisce, ovvero
per quelle che hanno almeno un punto razionale di ordine 2.

Ovviamente, 'idea sara quella di cercare @1, ..., @Q,, € €(Q) tali che ogni punto

P € €(Q) si pud scrivere come somma
P:k1Q1++kam kiEZ,izl,...,m.

Per poter dimostrare questo, abbiamo bisogno di una serie di risultati preliminari,
raccolti nelle sezioni da 4.1 a 4.3.

Introduciamo anzitutto il concetto di altezza di un punto.

In questo capitolo ¥ denotera sempre una cubica liscia razionale data da

€.y’ =2"+ar* +br+c , abc€Z (4.1)
e denoteremo sempre con f(z) il polinomio

flx) =2+ az’ +bx +c.
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Capitolo 4. 1l teorema di Mordell

4.1 Altezza di un punto e proprieta

Definizione 4.1.1. Sia 7 = = € Q~ {0}, (m,n) =1, n > 0. Si dice altezza di
n

x, e si indica con H(x), la quantita
m
H(z)=H (—) = max{|m|,|n|} €N.
n
Sia P € €(Q), P # O, P = (zp,yp); si definisce 'altezza di P come

H(P) = H(x) ;

si pone inoltre H(O) = 1.

Talvolta sara utile considerare, al posto di H, il suo logaritmo naturale:

Ve eQ, h(z):=InH(x)
VP € 2(Q), h(P) = IlnH(P).

Vale cosi h(O) =0, h: €(Q) — [0, +00].
Proposizione 4.1.2. Sia M € R, M > 0. Allora
(i) Uinsieme {x € Q | h(z) < M} € finito
(i) Uinsieme {P € €(Q) | h(P) < M} é finito

Dimostrazione. Supponiamo M intero (altrimenti possiamo considerare la parte
m

intera di M), esiaz=— € Q, (m,n) = 1.
n

Se vale H(xz) < M, vuol dire che |m| < M, |n| < M; sappiamo che di razionali

positivi fatti cosi ce ne sono meno di M (M — 1), quindi
#lreQ|H(x) <M} < 2M(M —1)+1.

Ripetendo il ragionamento con e al posto di M, poiché il logaritmo ¢ una
funzione crescente e vale h(z) < M < H(x) < eM| si trova proprio (i).

Per mostrare (ii) basta osservare che se P = (xp,yp) e H(P) < M, allora per
quanto detto sopra x, pud assumere valori solo in un insieme finito, e che ad ogni

xp corrispondono al piu 2 valori di y,. O]
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4.1. Altezza di un punto e proprieta

Oltre questa importantissima proprieta di finitezza, ci occorreranno altri due
risultati sull’altezza di un punto, per capire come questa si comporta nella somma.
Per prima cosa vorremmo mostrare che se A e () sono punti di €(Q), allora esiste
una relazione fra h(A + Q) e h(A).

Ricordiamo preliminarmente che, per la proposizione 3.3.2 e come osservato nella
dimostrazione di 3.5.2, se A = (z4,y4) € €(Q) allora esistono m,n,d € Z, d > 0,

con (m,d) = (n,d) =1, tali che (z4,y4) = (%, %); ne segue
im| , d* < H(A) . (4.2)

Lemma 4.1.3. Sia A € €(Q), A = (d%, %), (m,d) = (n,d) =1, d > 0; allora
esiste K = K(a,b,c) € R, K >0, tale che

In| < K - H(A)Y?.

n
— nell'equazione di " e moltipli-

Dimostrazione. Sostituendo x, = 7

P2 € Yas =
cando per d° si trova

n? = m? + ad*m? + bd*m + cd®

= ]nQ\ < |m3] + ]ad2m2] + |bd4m] + ]cd6] )
Per (4.2) vale

[n?| < H(A)® + |a| H(A)® + [b|H(A)* + |c|H(A)®

quindi con K = /1 + |a] + [b] + |c| si ha I’asserto. O

Teorema 4.1.4. Fissato un punto QQ € €(Q) , esiste una costante k che dipende
solo da Q, a,b,c, tale che per ogni A € €(Q) vale

hA+ Q) <2h(A)+ k. (4.3)
Dimostrazione. Se @ = O, la disuguaglianza (4.3) vale banalmente con x = 0,

perché h(A) > 0. Sia dunque @) # O; basta provare che esiste & che soddisfa
la disuguaglianza (4.3) per A ¢ {Q,—Q,O}. Infatti, se questo & vero, siccome
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Capitolo 4. 1l teorema di Mordell

h(Q) = h(—Q) > 0 e h(O) = 0, la costante

k=max {&, h(2Q) —2h(Q) , h(Q)}

soddisfa (4.3) VA € €(Q).
Prendiamo quindi A € €(Q) \ {Q, —Q, O} e scriviamo

A+Q=(X)Y).
Ci interessa calcolare H(A + Q) = H(X); per la formula (2.2), vale:

X="—"5—a—T,— g

Yo T ?Ji —2Yoya — (2o — CEA)Z(G + 24+ 70)

(Tq — T4)?

Yo + VA | = 2oy — (a + 20) (2 — 24)* — (zaxd + |25 | — 22427)

(g — T4)?

Yo +ax? +br, + | = 2yoys — (a+ 3g)(xq — 14)* — T2l — 2207

(—2y0)ya + (b4 z0)2% + (xé +2axq)T4 + (yé - a:% - axé +¢)
x% + 22 — 2x,x, '

uindi esistono aq, ..., a7 € Q dipendenti da a, b, ¢, x4, y, tali che
Q> Yo

X:alyA+a2xi+a3:BA+oz4 : (44>

asT? + T, + ay

a meno di moltiplicare e dividere X per il minimo comune multiplo dei denomi-
natori degli o, possiamo supporre che questi siano interi.

mon ) nella (4.4); moltiplicando e dividendo tutto

Sostituiamo ora (x4, y4) = (ﬁ’ —

per d*, troviamo

d 2 d? d*
P a1na + aem” + azma® + oy . (4.5)
asm? + agmd? + ayd*

Nella (4.5), numeratore e denominatore sono interi, anche se non necessariamen-

te primi fra loro; poiché semplificando il loro modulo diventa pit piccolo, per
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4.1. Altezza di un punto e proprieta

definizione di altezza vale
H(X) < max{|aind + asm? + asmd® + aud*|, |asm? + agmd® + azd*|} .

D’altra parte, per la (4.2), per il lemma 4.1.3 e per la disuguaglianza triangolare

si ha

loand + aam? + agmd® + aud?| < o1 K|H(A)2/H(A)+
+ (|aa| + |as| + |ou])H(A)?
lasm® + agmd® + ard*| < (Jas| + |ae| + |ar|)H(A)?,

dove K dipende solo da a, b, ¢; pertanto
H(A+ Q) = H(X) < max {|a1 K| + |az| + |as| + [aul, las| + |ae| + [ag] }H(A)? .
Da qui, ponendo

f = In(max {1 K| + [ag| + |as| + [aul, |as| + |ag| + [az|})

sl ricava

hA+Q) < 2h(A)+7:

per come € stato definito, &£ dipende solo da a, b, ¢, x, Yo, quindi si ha la tesi. [

Il secondo risultato che vorremmo mostrare mette in relazione 'altezza di A
con quella di 24; ricordiamo che se A ha ordine diverso da 2 in (¢, +, O), per la
formula di duplicazione data da (2.3), x,, si puo scrivere come funzione razionale
di x4, ovvero come quoziente di due polinomi (nel nostro caso a coefficienti interi)
valutati in z,.

Tenendo questo a mente, diamo prima due risultati validi in generale per polinomi
in Zz].

Proposizione 4.1.5. Siano g1, g2 € Z[x],

g1 = a9+ a1 + ... + ag x™

go =by+bx+ ...+ bdzde
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Capitolo 4. 1l teorema di Mordell

e suppontamo che g, e gs non abbiano radici complesse in comune; poniamo
wnoltre
d= max{dl, dg} .

Allora esiste R € Z, R > 0, che dipende da g1 € go, tale che Vo = m € Q st ha
n

MCD(ndg1 (%) g, (%) > ‘ R.

Dimostrazione. Supponiamo d = d; e Vo € Q scriviamo x = =, (m,n) = 1,

n > 0; certamente ng, (%) e ngy (%) sono interi, quindi ha senso parlare di

massimo comune divisore. Poniamo dunque

=i (i (2) s (2)

m
e cerchiamo un multiplo di M che non dipenda da — ma solo dai coefficienti di
n

g1, g2-
Anzitutto, poiché g; e g» non hanno radici complesse in comune, vale

MCD(g1(2), g2(2)) =1 in Q[z]

quindi esistono due polinomi ¢y, ¢ € Q[z] tali che

P91+ P2g2 =1 in Q[z] (4.6)

(vedi [J, teoremi 2.13-2.15; sezione 2.15]).
Fissiamo ora K € Z in modo che K¢y, K¢, siano polinomi in Z[z], e poniamo
D = max{deg ¢, deg ¢» }; allora

61 (2) g1 (2) + 62 (2) 92 (2) =

— Kn™P (4, ( ) g1 (%) + 62 (%) 92 (%)

1
= Kn"¢ (2)- ( )+ KnP¢, () -ng
—_— Y Y———

€z €z €z €z

[\

Per come lo abbiamo definito, vale certamente

M | Knt?; (4.7)
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4.1. Altezza di un punto e proprieta

d’altra parte

o (2)
n
quindi
M | Kn?™P=1g, <@> =Kn P (agn® + ... + agm*) (4.8)
n

—Kn2+D-lgq 4 4+ Kn®Pmdla, | + KntP-lmdg, .

d+D

Nella sommatoria all’'ultimo membro compare Kn in ogni addendo tranne

I'ultimo; quindi per (4.7) e (4.8) deve valere anche
M | Kn™P=tmdq, .
Cosi

M | MCD (Kn™P"'may , Kn™?) = Kn™P~' . MCD(m%y , n)
= Kn®P~1 . MCD(aq , n)

d+D-1

e in particolare M | Kn ag.

Riassumendo, abbiamo mostrato che
M ‘ KntP — M | KnttP-1q, .

Ripetiamo il ragionamento: partendo ora dal fatto che

_ m _ _ _
M ‘ Kagn*tP=2¢, (—) = Kn*"P 20400 + ... + Kn¥ P Ima aga, 1+
n

+ Kn®tP=2mda?

e sapendo che M divide i primi d termini della sommatoria all’ultimo membro,

troviamo

M | MCD (Kn™P7*mag , Kn™P)
== M } Kn*P=2q2 .
In definitiva

M| En"? = M| Kn""?% = .. = M| Kal™",
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Capitolo 4. 1l teorema di Mordell

dove K ajJrD : R € una costante che dipende solo da g; e g, come si voleva.

O

Lemma 4.1.6. Siano g1, g2 € Z[x] come nell’enunciato del lemma 4.1.5, senza
radici complesse in comune, sia d il massimo dei loro gradi, e Vr € Q sia h(x)
la sua altezza logaritmica. Allora esistono k1, ko € R, che dipendono solo da g;

€ go, tali che

d-h(z) -k < h(ﬁg) < d-h(z) + Ky (4.9)

Ve € QN {y ] g2(y) =0} .

Dimostrazione. Siaxz € Q~A{y | g2(y) = 0}, x = =, (m,n) = 1; mostriamo prima

che esiste k; tale che

dh(z) — 1 < h(ﬁg) . (4.10)

Possiamo supporre anche che z non sia radice di g;: infatti se g1(x)=0 e go(z)#0,

vale h<g;g3>:0, e quindi se r; soddisfa (4.10) per ogni z € Q N~ {y | o1(y) =

0, ga(y) = 0}, allora

k1 = max {£1, max{d - h(z) |z € Q, gi(z) = 0}}

soddisfa (4.10) per ogni z € Q ~ {y | 92(y) = 0}.

Poiché g;(z) # 0 e go(z) # 0, per come abbiamo definito 'altezza di un razionale
risulta h <91E§)> =h (?Ei > quindi possiamo supporre anche, come prima, d =
dy.

Anzitutto, poniamo

gi(x) _ n’g(z)
g2(z)  niga()

M = MCD <nd91 (%) nlg, (%) ) :

per il lemma 4.1.5 esiste R > 0 intero, dipendente solo da g; e go, tale che M | R;

|

X —

pertanto

nd92 (v)
M

ndgl(x)
M

Y

H(X) = max {
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4.1. Altezza di un punto e proprieta

%max {In“gu(2)], [ng2(x)|}

> %(!ndgl(:r)l +[nfga(z)]) -

v

Ricordiamo che il nostro scopo é trovare r; tale che valga la (4.10), o, equivalen-

temente,
1 H(X)
< :
et = H(z)?
ma, per quanto detto sopra
)
HX) _ " \g)) o 1 a@+nle@)] _ 1 |g@)]+]g()]
H(z)? H(z)® — 2R  max{|m|¢,|n|?} 2R max{|z|?,1}

Quindi, per dare una stima di % che non dipenda da x, potremmo studiare la

funzione ¢ : R — R definita da

91 ()] + [92(2)]
) = [t 17

¢ ¢ una funzione continua e non negativa; inoltre

£ |aq| sedy < d

tmEee | ag + |ba] se dy=d

quindi il limite all’infinito é strettamente positivo; dall’analisi sappiamo che &

possibile trovare ¢, L; > 0 tali che
E(t)y> Ly VteRN[-({].

In aggiunta, poiché g; e g» non hanno radici in comune, allora £(t) # 0Vt € R, e

dato che £ é continua, essa ha minimo Ly > 0 su [—/¢, {]; cosi
£t)>L=min{ly, s} >0 VteR.

Osserviamo che, per come ¢ stato definito, L dipende solo da g; e gs.

7



Capitolo 4. 1l teorema di Mordell

In definitiva abbiamo mostrato che

dL > 0 tale che

2R

i3 ) é la costante cercata, e per quanto detto all’inizio della

pertanto k1 = ln(
dimostrazione, vale la prima disuguaglianza.

Mostriamo ora che esiste ko tale che h (X) < dh(z) + k2, ovvero

(i) s e

Vale

H g1(z) _H ng () _H apn® + ... + agm?
g2(x) nigs(x) bon? + ... + bg,mdznd—d

= max{|a0nd =+ ...+ admd| , |bond + ...+ bdZmd2nd7d2|}

< max{|ag|-[n?| 4 ... + |ag|-|m?| , |bo|-|n?| 4 ... + |ba,|-|m®2|-|n?"% |}
< max{(lao| + ... + |aal) H ()", ([bo| + ... + [ba,] ) H ()"} ;
Cosl
Ko = Inmax{|ag| + ... + |aq| ,|bo| + ... + |ba,|}
soddisfa la seconda disuguaglianza in (4.9), e questo conclude la prova del lemma.
O
Ora possiamo tornare a € (Q) e dimostrare il seguente
Teorema 4.1.7. FEsiste k € R, dipendente solo da a,b,c, tale che

h(24) > 4h(A) — & VYA € €(Q)

Dimostrazione. Analogamente a quanto fatto nella dimostrazione di 4.1.4, pos-
siamo dimostrare la tesi per tutti i punti di € (Q) eccetto un numero finito; sia
dunque A = (z,y) € €(Q) ~ {P | 2P = O}, e scriviamo 24 = (X,Y).

Dalla proposizione 2.2.3 sappiamo che

f'()

2y

X=MN—-a—2z, con\=
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(abbiamo supposto A # —A, quindi y # 0), cioé si ha

f(2)* — (a+ 2x)4y? _ f(x)* — 4(a + 22) f()

* = 4y? 4f(x)

Cosi abbiamo espresso X come quoziente di due polinomi g1, g a coefficienti
interi in x; inoltre ¢g; e go non hanno radici in comune (altrimenti le avrebbero f
e f’, ma sappiamo dall’osservazione 1.3.a che non é possibile), e il massimo tra i
gradi di g, e g5 € 4.

Dunque vale il lemma 4.1.6, in particolare esiste una costante x; che dipende da

g1 € g2 (1 quali hanno coefficienti in funzione di a, b, ¢) tale che

h(24) = h(X) = h (gzgg) > 4h(z) — w1 = 4h(A) — Ky

VAe€(Q)~{P|2P =0}
quindi ponendo
k= max {k; ,max{4h(P) | P € €(Q),2P = O}}

si ha l'asserto.

4.2 La mappa di duplicazione

Ricordiamo che il nostro scopo ¢ provare che esistono Q1 ..., Q,, € €(Q) tali che
ogni A € €(Q) si puo scrivere come
P=kQi+..+k,Qn k,e€Z,i=1,..m.
Il nostro obiettivo in questa e nella sezione seguente sara mostrare che
[€(Q) : 2¢(Q)] < 0
e che ogni A € € (Q) si pud scrivere come somma di multipli interi di elementi di

altezza limitata e rappresentanti (fissati) delle classi in 2(Q) / 2¢(Q)-

Notazione 4. Se (G, +) ¢ un gruppo, denotiamo con 2G il sottogruppo Im ¢, dove

¢ ¢ il morfismo

¢o:G— G
g+— 2g.

Quindi se G = %(Q), si ha 2¢(Q) ={2P, P € ¥(Q)}.
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Capitolo 4. 1l teorema di Mordell

Per provare che l'indice di 2¢(Q) in €' (Q) ¢ finito, studieremo I’applicazione

7 (Q) — ¢(Q)
Ar— 2A

come composizione di altre mappe che definiremo a breve.

Nel seguito, sara utile poter scrivere % nella forma
€y =2*+ax’+bxr, abel;

per questo motivo, come gia detto , supporremo che % abbia almeno un punto

razionale di ordine 2, infatti:

Osservazione 4.2.a. Supponiamo che f(z) abbia una radice in @Q, cioé che
esista T' = (z,,0) € €(Q). Si osservi che x, € Z poiché a, b, c € Z e il coefficiente
direttore di f ¢ 1. Allora I'affinita

{X:x—mT
Y=y

porta T in (0,0), e I'equazione di € diventa

€Y' =(X+2:) +a(X +2:)? +b(X +27) +c
— € :Y? =X+ (3o, +a)X* + (322 + 2ax, + D)X,

dato che x2 + az? + bz, + ¢ = 0. Inoltre, poiché z, € Z, la nuova equazione per

% & ancora a coefficienti interi.

Nel seguito supponiamo quindi sempre ¢ = 0, cio¢
€y =a>+ax*+br, abeZ; (4.11)

e f(z) = 2* + ax® + bx. 1l punto T'= (0,0) ¢ un punto di ordine 2 su & .

Definizione 4.2.1. Indichiamo con % la curva di P%(C) di equazione affine

€y =2 +ar’+ b, —2a (4.12)

a® —4b .

Sy Q)
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~

Scriveremo anche € : y2 = f (x).

Osservazione 4.2.b. Poiché % ¢ liscia, anche % loe. Infatti, ricordando quanto

detto nell’osservazione 3.2.a, il discriminante di & é
Dy = a®b® — 4b°> = b*(a* — 4b) # 0,
e in particolare b # 0, (a® — 4b) # 0; pertanto il discriminante di Cg, che &
Do =b (@2 —4b) = (a2 — 4b)2(4a® — da® + 16b) = 16b(a> — 4b)* ,

sara ancora non nullo.

Inoltre, ponendo

a v =r*4+ar’+bz, a=-2a
b=a?—4b
risulta
€y = 2® + daz® + 16bx | (4.13)

Si verifica facilmente che € ¢ affinemente equivalente a % tramite I'affinita

s (5

dall’osservazione 2.2.b, sappiamo che € e % sono gruppi isomorfi.
Y Yy )

SN
S\
Ry

[\
T U x z

Figura 4.1. Rappresentazione dei punti reali delle cubiche date dalle
equazioni (4.11), (4.12), (4.13) con a = —1, b= 1.

81



Capitolo 4. 1l teorema di Mordell

Proposizione 4.2.2. Siano € ¢ € le cubiche di equazioni rispettivamente (4.11)
e (4.12), e si considerino i gruppi (€¢,+,0), (‘g,—i-,O); allora ¢ ben definita

lapplicazione

D € —C
P 2 22—
(:E,y)'—>(x,y)=(%,y e ) sex #0 (4.14)
T=(0,0)— O
O— 0

e risulta ® omomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. Mostriamo che ® ¢ ben definita: sia A € €, A # O, T'; vale certo
z,#0,e P(A) = (T 4,7 ,) soddisfa I'equazione di Cg, infatti

R y2 3 y2 2 y2
:?i+c?:?i+b:3:\A:(—A) —2a(—2) + (a® — 4b) (—A>
x

51 2 x5
B (yi) (yﬁ‘a — 2ax%y; + a’x) — 4bxi)
x5 Ty
B (yi) (y3 — ax?)? — 4bx
x5 T
B (yi) (23 + bx,)? — 4ba?,
x5 T
oL@ b, (A,
- yA [L‘4 - yA 1'2 - yA
A A

Mostriamo ora che ® ¢ un omomorfismo, ovvero che VA, B € & vale
®(A+ B)=P(A)+ P(B) .

Procediamo per gradi: se A o B coincidono con O, é banale; se A = T # B,

allora per (2.2) e per (4.14), usando la relazione y2 — z3 — ax? = bxy, si ha

roos () e () o)) - Go %)
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() - (5)

_ (s Wn g2 (4.15)
(&5 )

Se A= B =T, poiché T ha ordine 2,
QT+T)=2(0)=0=0+0=d(T)+ (7).
Supponiamo ora A, B # O, T per il teorema 2.2.2 valgono

e YVAB(Ce¥, A+B=C < A+B-C=0
<= A, B, —C sono allineati
e VA B Ce¥, A+B=C < A+B-C =0

<= A,B,—C sono allineati .
Quindi, se proviamo

(i) VC €€ ,o(—-C)=—-2(C)
(it) VA, B,C €%, A B,C allineati — ®(A),®(B),P(C) allineati,
avremo anche ®(A + B) = ¢(C) = ®(A) + ¢(B).
Anzitutto, VC € € vale

(4.16)

cioé (7). Proviamo ora (i7); per quanto detto sopra, possiamo supporre A, B #
O, T. Per prima cosa osserviamo che se A = —B, allora A, B, C' sono allineati <
C' = O, quindi per (i)

P(A+B+C)=2(0)=0=0+0=2(A) —P(A) + P(0O)
=®(A)+ O(B) +9(C) .
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Supponiamo ora che A, B, C', con A # —B, siano sulla retta
y=Av+p
se 1 = 0, uno dei tre punti & T', necessariamente C'. Allora

A+B+T=0 = A+B=-T=T = B=T-A
quindi per (4.15) e (4.16) si ha

O(B) = (T — A) = B(—A) = &(B) = —B(A) (4.17)

= ®(T") = O sono allineati (per la precisione, sulla
retta r = ~4)
A
Y Y ' -
4 ¢
(-2,2) i
®(—2,2)
(_171) \‘\ T m

Figura 4.2. Esempio sulle cubiche date da (4.11) e (4.12) con a =4, b = 2.
Sia dunque p # 0; mostriamo che ®(A), &(B), ®(C) giacciono sulla retta

~ ~ Au—b
y=Ax+[ con » = 2K

P —alp+ b2
 H=

[ u
o meglio che z , = z—z*, Tp = z—zB, Te = ?;_zc sono tutte e sole le soluzioni
dell’equazione ! ’ ‘
Ao+ )? =] ().
Facciamo vedere che se un punto A € % sta sulla retta y = Az + p, allora
d(A) € € sta sulla retta y = Az + . Infatti:

N Mt — D)y + 22 (12 — adp + bN?
A@ﬂ;:(” Jya + 25 (p* — adp + bA%)

2
KTy
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Ay — az?) — b(ya — Aea)(ya + Axa) + p°a?

py
(23 +bx ) — bu(ya + Az y) + pPa?
N pa?
CA(Aw, 4 p) — by, % —b\
) ‘y‘*< )‘y“

dove abbiamo usato le relazioni y2 — az? = 23 + bx, , Yo — A\T4 = p.

I conti visti perd non dicono niente sulla molteplicita di Z 4,7 5, T~ come radici
complesse di (Az + j1)? = f (z): ci stiamo chiedendo cioé¢ se esistono altre radici
nel caso in cui due o piu fra T 4, T 5, T~ coincidano. Questo ¢ possibile, come si

vede nell’esempio qui sotto:

Yy

XKy

Figura 4.3. Esempio sulle cubiche date da (4.11) e (4.12) con a = 1, b = —4,
A=(4,8), B=(-1,2).

Osserviamo allora che z 4,75, Tc sono le radici di (Ax + )% = f(x) se e solo se

2 (a—M)2? + (b— 22 pw)x — p? = 2% — (2,4 + 15 + 20)2°+

+ (2425 + TaZe + Tpxe)r — (T2 52c)
cioé se e solo se valgono le relazioni

(@) N —a=x,+25+ 20
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Capitolo 4. 1l teorema di Mordell

(b) b—2 u=1x,05 + TaZc + Tpxe

(¢) p?= 2,270 .

Usando queste, con un po’ di pazienza si verifica che

9 2 2 2
e () () ()
T Tp Teo

Z)\ — 25\\/} = (yAyBxC>2 + (yAl’Byc)2 + (:I:AyByc)2
(xAxBxc)2
~2 _ (yAyByC )2
n? = 2e
TAZpTc

dunque il polinomio (Xx +1)*— f(:c) si scompone in effetti come (x — 7 ,)(z —

Tp)(r — T ). Per quanto detto sopra, la tesi & provata. ]

Corollario 4.2.3. Siano €, % le cubiche razionali lisce di equazione rispettiva-
mente (4.11) e (4.12); allora

U E —€

g2 72 -0b
(T,9) — Y seT #0 (4.18)

47277 872
T =(0,0) — O
O+— 0

¢ un morfismo di gruppi. Inoltre, se ® & l'applicazione definita in (4.14), si ha

Vod:4 —F
Ar—2A.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente, 'applicazione

Wy € — €
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é un morﬁsmo di gruppo fra % e CK d’altra parte, per quanto detto nell’osserva-
zione 4.2.b, CK ¢ affinemente equivalente a 4 tramite l'affinita «, che induce un

isomorfismo di gruppi:

=

Uy: € — %
e ()

Pertanto 'applicazione ¥ = W, 0 ¥, & ben definita ed ¢ morfismo di gruppi da €
at.

Consideriamo ora il morfismo W o ® = Wyo W 0P : ¥ —> €; proviamo che vale
Vod(A)=2Aperogni A€ F.

Poiché ker ¥ = {O, T}, risulta

Vod(A) =0 < P(A) =0 oppure ®(A) =

—b
<:>A:OoppureA:Toppure(Q,yAx ) (0,0)

< yA:O

dunque per gli elementi di ordine < 2 vale U o ®(A) = 2A.

Se 2A # O, né x, né y, sono nulli, quindi possiamo scrivere
2 2 ~2 ~2
) x5 —b ~ o~ Yy, -~ x5,—b
(I)(x/hyA) = (_27 yA 4 2 ) 9 \IJ('xAvyA) = (/\_37 yA 1:2 )
Ty Ty N x,

e componendo si trova

2 2
voula) —w (L0
s

B (xi — )2 % —b (y a2;134 +4bx
2y Y Ta 8y
2 22(a2 — b)((a2 4 ax, + b)? — a®2? + 4ba?)
8yiea
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B (xi — b)2 28 + 2ax5, + 5bxd — 5bv%2% — 2ab*x, — b3
214 7 8y3 '

D’altra parte, dalle formule (2.2) e (2.3) con ¢ =0, si ha

oA [H=2 P (f’(m) (a:i ‘b)gm . f’(m)m»

492 2y 2y

w2 —b\" ) (@d = b)? 48y — dwayd ()

2y , 8y3

(1‘3 — b)2 =% — 2ax, — 5bay + 50°07 + 2ab’w, +1°
2y , 8y3

)zllfoq)(/l),

come volevamo. O

Osservazione 4.2.c. Si noti che tutti i morfismi di questa sezione sono visti sui
punti di € come curva su C. Quindi la mappa ® definita in (4.14) & suriettiva,

infatti se A = (.7) € ¢, A # O, T, e w ¢ una fissata radice di , i punti
Ay = (x1,11), Az = (22, y2) definiti da

v (4.19)
_1(2 ZJ)
To—=Z|W —a— — , Y1 = —TaWw
2 w

appartengono a ¢ e sono tali che ®(A4;) = ®(A,) = A . Prima di mostrare questi

fatti, osserviamo che, siccome valgono

72 =72% 202+ (a*—4b)T , =17
allora

1 N 2 1 ~2
$1$2:Z<(w2—a)2—(%>):Z<(f—a>2_%)

1 (7% 247" + d’F — §°

4 z

1 /4bx

=—-— | =b.

()

Essendo % non singolare, deve essere b # 0, cioé x1xs # 0. Quindi, per come sono

stati definiti y;, yo, vale g—i = w, £ = —w. Usando le relazioni appena trovate,

712
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per ¢ = 1,2 risulta

y; b
= L=ztat+— = S =z +1+a.

7 T

D’altra parte, per la (4.19) si ha

1 m 1 m
x1+x2:§(wQ—a—l—%)%—i(wQ—a—g) =wl—a

dunque A;, Ay € €.

Mostriamo ora ®(A4;) = A ; sempre per le relazioni trovate prima e per (4.19),

abbiamo
2
y—g:wng,z:lﬂ
Z;
x4 —b 2 — rx
y1(12 > 2(1 12):w(1:1—x2)
€Ty T X1
2 2
x5 —b T5 — 1%
S
Ty ) )
ed anche

da cui ®(A;) = D(Ay) = A.

Notiamo che anche la mappa W, definita in (4.18), che & composizione di un

morfismo suriettivo e uno biettivo, é suriettivo.

Osservazione 4.2.d. Poiché ® é suriettiva, VA € € esiste A € € tale che
®(A) = A. Consideriamo il morfismo ® o U : ¢ — % ;siha

DoU(A)=d(Vod(A)=d(24) =2P(A) =24

ovvero ® o ¥ ¢ la mappa di duplicazione su % .
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4.3 L’indice di 2¢(Q) in € (Q)

Nel seguito utilizziamo le notazioni di sezione 4.2, e se €, % sono le cubiche di
equazione rispettivamente (4.11), (4.12), indichiamo con I' il gruppo € (Q), con
T il gruppo ‘g((@)
Il nostro scopo ora & provare

T2 < o0 ; (%)

sappiamo che 2I" = W o ®(I"), dove ® e ¥ sono le mappe definite in (4.14) e (4.18)

rispettivamente; notiamo inoltre che valgono le inclusioni (di gruppi)

)

or)ycTr , wI)Cr.

Allora, se mostriamo

~

(a) [[:9@)], [ : o) <o
(b) [[:20)<[D:(D)]- [T : ()

avremo anche (¥ ) e potremo procedere alla dimostrazione del teorema di Mordell.

Iniziamo con (a), e studiamo le immagini ®(T), ¥(T").
Proposizione 4.3.1. Nelle notazioni precedenti st ha:

(i) O € o(T)

(i) T € ®(T) < b = a2 —4b ¢ il quadrato di un numero intero

(iii) se A €T, A =(Z4,7,) conZ,#0, vale A € ®(T') se e solo se T, ¢ il

quadrato di un numero razionale.
Dimostrazione. (i) E ovvio perché O € T' e ®(0) = O

(i) Anzitutto, '€ ®(I") & FJA = (z4,ya) €T, A#T, tale che

2 2
Y x5 —b
(_A yA AxQ ) = (070> I

27
:L‘A A

cioé se esolose y, =0ex, #0.
Ora, affinché A = (z,,0) sia un elemento di I' diverso da (0, 0), occorre e

basta che x, sia una radice razionale del polinomio

q(z) = 2° +ax +b
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(ricordiamo che b # 0 perché € ¢ liscia, quindi 0 non ¢ una radice); ma g(z)

ha soluzioni razionali < il discriminante A = a? — 4b é un quadrato in Z.

(iii) Sia A = (T,,7,) € ®(I); allora 34 = (z,,y4) € T tale che 7, =

quindi certamente 7 , ¢ il quadrato di un numero razionale.

8 |
>w|;>w

Viceversa, se T , = w?, w € Q, sappiamo per I'osservazione 4.2.c che esistono
due punti A;, Ay mappati da ® in A (e solo due); A; e Ay hanno coordinate
rispettivamente (z1,y1), (z2,y2) date dalla (4.19), dunque appartengono a
I eAed). O

E bene notare che la proposizione appena vista vale ancora scambiando % con
Cg, I' con f, e sostituendo W a &, b a b.

Per mostrare I'affermazione (a) di pagina 90, o equivalentemente
T/ w)

faremo vedere che questi due insiemi sono in corrispondenza biunivoca con un

T/ <o

insieme finito; a tal scopo introduciamo la seguente

Notazione 5. Sia (Q*,-) il gruppo moltiplicativo dei numeri razionali non nulli;

indichiamo con Q*? il sottogruppo
Q7 ={v’|ueQ}.

Inoltre, se I' & il gruppo dei punti razionali della cubica liscia ¢ data da (4.11),

definiamo l'applicazione

£ r— Q" /g (4.20)
O +— [1]
T =(0,0) — [0]
(x,y) —> [z] sex#0.

Si ha:
Proposizione 4.3.2. Nelle notazioni precedenti si ha:

(I) Uapplicazione & : T' — Q*/Q*2 definita sopra ¢ un omomorfismo di gruppi;
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(IT) ker¢ = \If(f), in particolare abbiamo un morfismo iniettivo di gruppi

(IT1) se il coefficiente b si fattorizza come b = plfl -, ps primi, k; > 0 per

1=1,....t, allora

Im¢ C{£[pi' ... -pi' e =0,1,1=1,..,t};

(IV) [[: W(I)] < 2441,

Dimostrazione.  (I) Occorre mostrare che VA, B € I" vale {(A+B) = {(A)E(B).
Se uno fra A o B coincide con O, ¢ banale; se invece A =T # B = (x5,Y5),

come abbiamo visto nella dimostrazione della proposizione 4.2.2 (si veda

(4.15))
T+B= <xi—bj—j> — (T +B) = LH
dove [é] = [zz], glacché [zp] - [v5] = [22] = [1] in @*/@*2, quindi

§(T+ B) = [b] - [ws] = £(T)E(B) -

Se A=B =T, allora{(T+T)=¢&(0)=[1] = [b] - [b] = &(T)&(T).
Se A=—-B, A, B # O,T, allora x, = x5, quindi

§(A+B) =&(0) = [1] = [2a] - [ra] = £(A)E(B) .

Ora procediamo in maniera simile alla dimostrazione della proposizione
4.2.2: mostriamo che VA, B,C' € €, se A, B,C sono allineati (< A+ B +
C = 0), allora

§(A)E(B)E(C) = (1] . (4.21)
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(111)

Per quanto detto sopra, possiamo supporre A, B # O,T, A # —B.
Ora, abbiamo visto tante volte che se A, B,C sono allineati sulla retta

Yy = Ax + u, allora le loro ascisse x4, x5, o sono radici del polinomio

Az + p)? — 2° — ax® — bx

e valgono le relazioni

xA+xB+xc:)\2—a,
Talp + T aZo + TpXe =b— 2\, (4.22)

2
:EA.TB.TC:/J/ .

Se = 0, poiché abbiamo supposto A, B # T', dovra essere C' =T, quindi

A+B+T=0 — A=—(B+T)
= {A) =¢B+T) = (E(B)(T))

e quindi (4.21).
Se p # 0, dall’ultima delle relazioni (4.22) si ha

E(A)E(B)E(C) = [zamprc] = [MQ] =[1] .

Nel nucleo di £ ¢’é ovviamente O, ci sono tutti gli A = (z,4,y,) € T tali che

x4 € un quadrato in Q, e ¢’é anche T' se b é un quadrato; dalla proposizione

~

4.3.1 sappiamo che questi sono proprio tutti e soli i punti di ¥(I").

Sia A = (z4,y4) € I'y A # T; ricordiamo che possiamo scrivere A =
(5, 35) con (m,d) = (n,d) = 1. Supponiamo anche m > 0 (per m < 0
il ragionamento ¢ identico). Siano poi p1, ..., p; i fattori primi distinti di b;

vogliamo provare che esistono €y, ...,&; con €; = 0,1 per ¢ = 1, ..., ¢, tali che

§(A) =[] = [m] = [p7" - ... - 7] (4.23)
ovvero che m si pud scrivere come

m=kp .. pt, keQ.

Al solito, sostituendo le coordinate di A nell’equazione di € e moltiplicando
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(IV)

tutto per d° si trova
n?* =m? + am?d® + bmd* = m(m* + amd* + bd") ; (4.24)

se D = MCD(m,m? + amd? + bd*), allora D deve dividere bd*, e non puod
dividere d* dato che (m,d) = 1. Quindi D | b; poiché b = pi* . ... pft,
i possibili fattori primi di D sono solo pi, ..., p:, quindi esistono D € Z,

€1y, 64,6 =00¢; =1peri=1,..,t, tali che
D = D*p5* - .- pit .

D’altra parte, se p ¢ un primo che divide m e non D, allora non divide

neanche m? + amd? + bd*; poiché per (4.24) p ¢ un fattore anche di n?, sara

fattore di m secondo una potenza pari. In definitiva, posto m = mD, m

deve essere un quadrato, e
m=mD = mDQpil Cepit = k2pil Pt kEZ

da cui si ha (4.23).
Se A =T, vale {(A) = [b], che ovviamente si puo scrivere come =£[p7"-...-p;*],

gg=0,1peri=1,..,¢.

L’insieme
A={£[p;* - ... py] | pi primi , p; divide b, ¢, =0,1,i=1,...,t}

¢ un sottogruppo di Q°/ Q*? (la verifica ¢ immediata), e I'inclusione (IIT) &
un’inclusione di gruppi; A contiene 22" elementi (tutti i prodotti dei primi
p1, ..., Pt Presi con esponente zero o uno, con il segno + o —); per i punti

(IT) e (III) e per il teorema fondamentale di omomorfismo fra gruppi vale

F/kerf’ =Im{C A, F/kerf = F/\I/(f)
pertanto

W) =T /()| < 1A =2+ s
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uesto risultato vale ovviamente anche per , INIatll posto
to risultato val i t h I' /o(r), infatti post

£ T —Q/ge (4.25)
0 — [1]
(0,0) — [b]
(x,y) —> [z] sex #0.

e ragionando esattamente come sopra, si trova

-~

[ ®(I)] <25t

dove s ¢ il numero di fattori primi distinti di b. Questo conclude la prova dell’af-

fermazione (a).
La (b) segue subito dalla seguente

Proposizione 4.3.3. Siano G, H gruppi abeliani, e supponiamo che esistano

due omomorfismi ® : G — H, V: H — G tali che
(i) Vg € G, Yh € H, si abbia

Vod(g)=29 , PoV(h)=2h

(ii) [G: U(H)], [H: ®(G)] < oo;

allora vale

(G :2G]) < [G: U(H)] - [H : &(G)] .

Dimostrazione. Per 'ipotesi (i7), esistono g1, ...,gs € G, hy,...,hy € H, s,t € N,

tali che

G fu(r) =Aloi), - [9.]}
H /@Gy = (I, . []} .

Mostriamo che vale

G o = (g + W] i =1 s, j= 1,1} 4)
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o equivalentemente
Vge G 34 e€G,ief{l,. s}, je{l,.. t} tali che
g = 29/ +9; + \Il(h]) .

Sia dunque ¢ € G; ¢ ¢ contenuto in una della classi di G / U(H), sia [gi], quindi
esiste h € H tale che

g—gi=Y(h).

A sua volta, h appartiene ad una delle classi di / (@), sia [h;], quindi esiste
g € G tale che

Cosi

g=09i+Y(h) =g +V(h; +P(¢)) =g+ VY(hj) + 24 ;

quindi (4) é vera.
La (#) significa che |G/2(;} < ’G/\II(H)‘ . ’H/q)((;) ’, da cui 'asserto. ]

Corollario 4.3.4. Sia € una cubica liscia razionale di equazione
€y =a4+ar*+br, a,beZ

e sia € (Q) linsieme dei punti razionali di €. Allora lindice di 2€(Q) in € (Q)

¢ finito, per la precisione
[€(Q) : 2€(Q)] < 272

dove t ¢ il numero di fattori primi distinti di b ed s ¢é il numero di fattori primi

distinti di a®> — 4b.

Dimostrazione. Le applicazioni ® e ¥ definite in (4.14) e (4.18) sono morfismi
fra €(Q) e ‘g((@), e per la proposizione 4.2.2, il corollario 4.2.3 e l'osservazione
4.2.d, ® e ¥ soddisfano I'ipotesi (i) della proposizione precedente. Inoltre, per la

proposizione 4.3.2, soddisfano anche la (i7); dunque

[ (Q) :2¢(Q)] < [F(Q) : \I/(Cg((@))} . [Cg (Q) : B(€(Q))] = 2t++2 . —
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4.4 1l teorema di Mordell

Riassumiamo quanto visto finora in questo quarto capitolo: data una cubica &
liscia razionale, abbiamo definito una funzione da ¢ (Q) a R*, chiamandola al-
tezza, con la proprieta che, fissandone un valore, si trova solo un numero finito di
punti di €(Q) con altezza minore; in pitt conosciamo una stima dell’altezza della
somma di due punti e del doppio di un punto.

Poi, supponendo che € avesse almeno un punto razionale, abbiamo scritto un’e-
quazione per % in forma normale “ridotta” (cioé senza termine noto) con i coef-
ficienti interi; cosi abbiamo potuto studiare 2%4’(Q) come immagine della compo-
sizione di due particolari morfismi, ricavando [¢'(Q) : 24 (Q)] < oc.

Come si legano tutti questi elementi sara chiaro nel prossimo teorema, che ¢ valido
per tutti i gruppi abeliani con certe proprieta. La dimostrazione di tale teorema

fa uso del metodo della “discesa infinita” di Fermat.

Teorema 4.4.1. Sia (G,+) un gruppo abeliano, e sia definita una funzione

n: G — [0,00] tale che:
(a) VM € R, linsieme {A € G | n(A) < M} ¢ finito
(b) VQ € G, esiste k € R, k = k(Q), tale che n(A+ Q) <2n(A)+rx VAEG
(¢c) Rk € R tale che n(2A) > 4n(A) — k VA €G.

Supponiamo inoltre che
(d) Vindice di 2G in G ¢ finito.

Allora G ¢ finitamente generato.

Dimostrazione. Se A & un elemento di G, indichiamo con A la sua classe in G / 20
Per l'ipotesi (d), vale G/QG ={Q,,...,Q,} dove Q;, i = 1, ...,n sono rappresen-
tanti fissati.

Sia A € GG; A appartiene ad una sola della classi in G/QG, sia @z‘u in € {1,....,n},

e si ha

A—Q; =24
per qualche A; € G. Lo stesso vale certamente per A, ovvero esiste is € {1,...,n}

tale che

A= Qi =245, Ay € G
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dopo m passi troviamo quindi le relazioni

A— Qil = 2A1
A —Q;, =24, con i; € {l,...,n}
A1 — Qi =2A,, per j=1,...m,...
da culi si ricava
A=Qi +2A; = Q;, +2Q;, +4A; = ...
Q 1 Q1 Qz 2 <427)

= Qi +2Qi, + ... +2™71Q;, + 27 A, .

Si osservi che Vm € N, m > 1, é possibile la scrittura (4.27); in particolare A

appartiene al sottogruppo di G generato da @1, ..., Qn, Ap,.
Vogliamo stimare 1(A4,,); anzitutto poniamo A = Ay e osserviamo che, per (b)

Vi=1,..,n dk; €R taleche n(B—Q;) <2n(B)+k; VBeG

quindi posto £ = max{k; , i = 1,...,n} si ha

n(B—-Q;) <2n(B)+x VYBeG,Vi=1,..n. (4.28)

Inoltre, per (c) esiste & tale che Vj = 0,...,m vale
an(A;) <n(24;) + & ;
si osservi che k e K sono costanti che non dipendono dagli A;.

Quindi per (4.26) e (4.28)

(Aj_l — Q2J> + K S 277(Aj_1) + K+ kK

K+ kK

n(Aj—1) — ~((Aj1) — (k +R)) Vi=1,...,m.
In particolare, se n(A;_1) > k + & allora n(A;) < 3n(A;_1).

Poniamo ¢ := min{j > 0 | n(A;) < k + k}; tale minimo esiste perché se n(A;) >

k4K per ogni j in N, siccome la successione { (%)S n(Ao)} tende a zero, anche
seN
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la successione {n(A4;)},en tende a zero, il che ovviamente non ¢ possibile.

Pertanto, esiste ¢ € N tale che, in (4.26), n(A;) <k + K e

A=Qi +2Qs, + ... +271Qi, +2°A, iy, i€ {1,...,n}. (4.29)
Questo significa che

{Q1,...Q}U{B€G|nB)<k+F5}

¢ un insieme di generatori per G (si osservi che se in (4.29) ¢ £ = 0, A sta in

questo insieme di generatori), ed ¢ finito per (a), da cui la tesi. ]

Concludiamo presentando finalmente il teorema di Mordell, che enunciamo
con l'ipotesi aggiuntiva con cui ¢ stato dimostrato qui, cioé l'esistenza di un

punto razionale di ordine 2.

Teorema 4.4.2 (di Mordell). Sia € una cubica liscia razionale, e supponiamo
che € abbia almeno un punto razionale di ordine 2. Allora il gruppo € (Q) dei

punti razionali di € é finitamente generato.

Dimostrazione. La funzione h : €(Q) — [0, co[ definita in 4.1.1 soddisfa le ipotesi
(a), (b), (c) del teorema 4.4.1, come abbiamo provato nella proposizione 4.1.2 e nei
teoremi 4.1.4 e 4.1.7 rispettivamente. Inoltre, come abbiamo ricordato all’inizio

della sezione, poiché % ha un punto razionale di ordine 2, possiamo scriverla come
€y =2>+ax’ +br, a,beEZ,

e vale il corollario 4.3.4. Quindi I' = ¢’(Q) soddisfa anche la condizione (d) del

teorema precedente, da cui concludiamo che ¢’ (Q) ¢ finitamente generato. O

4.5 1l rango di € (Q)

Il teorema di Mordell ha una conseguenza immediata: per il teorema fondamenta-
le sui gruppi abeliani finitamente generati |J, teorema 3.13|, esistono r, p;, v; € N,

p; primi, v; >0, j =1, ..., s, tali che

Q) =2ZLD - DLOLy ® - D Lys ()

r volte
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dove l'intero r si dice rango di € (Q).

I teorema di Mazur ci dice quali valori di p;, v; sono possibili per il sottogruppo
isomorfo a qul @@ Zys degli elementi di ordine finito, e il teorema di Nagell-
Lutz ci da uno strumento per calcolare tali elementi direttamente.

Il passo successivo allora sarebbe studiare gli elementi di ordine infinito, in parti-
colare determinare r; dagli esempi visti nel corso della trattazione possiamo dire
che r puo essere sia 0 (la cubica dell’esempio 3.5 era tale che €(Q) conteneva
solo 4 punti razionali di ordine < 2, quindi r = 0) che > 0 (la cubica dell’esempio
3.3 aveva un punto razionale di ordine infinito, quindi » > 1). E possibile dire
qualcosa di piu sul rango?

A breve determineremo un metodo, basato sulla dimostrazione del teorema di
Mordell, che permette di calcolare r, ma solo in casi molto particolari; una for-
mula generale, che permetterebbe di dare anche un insieme di generatori di €' (Q),

é data dalla congettura di Birch e Swinnerton-Dyer, uno dei millennium problem.

Nel seguito usiamo ancora le notazioni della sezione precedente; in particolare €
e % sono le cubiche definite dalle equazioni rispettivamente (4.11) e (4.12), O
denota ancora il punto improprio [0, 0, 1], 7" denota il punto (0,0) e €(Q) =T,
¢ (@Q=T.

Proposizione 4.5.1. Siano &, 5 le mappe definite in (4.20) e (4.25), e sia r il

rango di I'; allora L
€@ 1€M@

2" =
4

Dimostrazione. Anzitutto, la relazione (#) ci dice che
F/QF o~ Z/QZ DD Z/QZ D ZPTI/ZZP? DD ZP?S/QZpgs

dove‘Z/Qz‘:2e

Lo se p; =2
Zlfj/QZl,,:} / , 7=1,..s.
& Py’ {0} altrimenti

Dunque, posto k := #{] e{l,...,s}|p; = 2}, si ha

| Tjor | =2"". (4.30)
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Mostriamo che vale 28 = |A,|, dove con A, indichiamo il sottogruppo di T' degli
elementi razionali di ordine < 2.

Sempre da (#) sappiamo che esistono Py, ..., P, Q1, ..., Qs € ', ed esistono n, € Z,
(=1,...,r,m; €Z,0<m; < p;j, 7 =1,...,s, tali che un elemento P € I' si puo

scrivere in modo unico come
P:nlpl+"'+nrpr+le1+'--mst
(ricordiamo che si pone 0A = O per ogni A € I'); se P ha ordine < 2 vale quindi

2P =2(m P+ 4+ n. P +mQ1 + ... msQs) = O

2ny =0 per{=1,...r,

2m; =0 mod p;’ perj=1,..,s.

Ora, se p; ¢ dispari, si ha 2m; = 0 mod p;’j < m; = 0 mod p;j, mentre se
pj =2,2m; =0 mod 2% implica m; =0 mod 271

Quindi ogni elemento di ordine < 2 si scrive come P = m;,Q;, + -+ - + m;,Qj,,
dove pj, = -+ =p;, = 2 e mj, pud assumere solo due valori in Z, cio¢ 0 o 275!,
per i = 1,...,t; in particolare t = k e |Ay| = 2*.

D’altra parte, sappiamo gia dal teorema 2.3.1 e dal corollario 2.3.2 che in generale

A5 puo avere 1, 2 o 4 elementi; nel nostro caso ci sono sicuramente O e T, quindi

Ayl { 2 se a® — 4b non ¢ un quadrato in Q
2 =

4 se a* —4b & un quadrato in Q
Quindi la (4.30) diventa

1 se a® —4b non ¢ un quadrato in Q

2 altrimenti.

| T/or | =2"2* conk:{

Adesso consideriamo | I /or ‘: ricordando che 2I" = (Wo®)(I"), con ¢, ¥ date

da (4.14), (4.18) rispettivamente, e che valgono quindi le inclusioni di gruppi

2I' C¥(I') C T, possiamo scrivere

[[:20] = [[: (Wod)(I)] = [[: U(T)]- [¥(T) : (Fod)(I)] .
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Guardiamo il fattore [¥(T') : (Wo®)(I)]; tenendo presente che, in generale, se
(G,+) & un gruppo abeliano, H C G é un sottogruppo, ¢ é un morfismo da G

ad un certo gruppo, valgono

G/ker@b -~ G/kerv,b ~ G
— = H+k
/¢ H/ (keryp N H) (H+ker¢)/ker1/1 /( )
. Ym G/H

B (H—i—kerw)/H B kerw/(Hﬂkerz/)) ’

e ricordando che ®(I") C [ come gruppi, risulta, dato che [I" : 2I'] ¢ finito e quindi

lo sono anche gli indici dei gruppi che compaiono qui:

[ :o(r)

[\p(f) 1 Wo&(I)] = [ker W : (ker W N ®(T"))]

dove, dato che ker W = {O, T}, si ha (si veda 4.3.1):

1 se T € ®) (& a*—4b & un quadrato in Q)
[ker U : (ker U N ®(I"))] =

2 seT ¢o(I).
In definitiva
o Le2r] [ u@)] o)) L)) [ ()]
2k 2Fker W : (ker \If N QD(F))] 4 '
Infine, dalla (II) della proposizione 4.3.2, abbiamo [[: U(L')] = [¢(I)|, [ : ®(I)] =
|£ ()|, da cui D’asserto. O

Osservazione 4.5.a. Vediamo ora come si puo calcolare [£(I")| (si ragionera allo

stesso modo per |E(f)|), dalla (III) della proposizione 4.3.2 sappiamo che
) g{j:[p?-----p?] ‘si:(),l , p; primo , p;|b, i = 1,...,t} :

cerchiamo di determinare piu precisamente i valori possibili per £(P) con P # O,
P = (z,y) el.

Scriviamo (z,y) = (%, %), (m,d) = (n,d) = 1. Se m = 0, allora P = T e
E(P) = [b]; se a® — 4b ¢ il quadrato di un razionale e, allora i punti (_“;6,0),

(_“2_6, 0) sono gli unici altri punti di I con n =0, e [_‘?6]7 [%] e {(T).
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m n

Supponiamo ora mn # 0; al solito, sostituendo ( ol d3) nell’equazione di % e

moltiplicando tutto per d°, troviamo
n* = m(m* + amd® + bd*) .

Se by = sign(m) - MCD(b,m), allora esistono by, m; € 7Z tali che b = biby |

m = mqby, con (my,bs) =1 emy >0, esiha
n? = mb?(miby + amid® + bod*)

quindi b7 | n?, cio¢ n = byny. Sostituendo nell’equazione sopra e semplificando
b3, troviamo

n? = my(m2b; + amyd® + byd?)

dove MCD(my, m3by+amyd*+byd*) = 1 e il loro prodotto ¢ un quadrato. Pertanto
esistono M, N € Z, (M, N) = 1, tali che M? = mq, N? = m2b, +am,d? + byd*, e
vale ny = M N; sostituendo N, M nell’ultima equazione e semplificando M # 0

si trova

N? = M'by + aM?*d* + byd" . (V)
In definitiva, se P = (z,y) € I', = # 0, allora

by M? by MN
Tt YT T

(4.31)

dove (M, d, N) ¢ soluzione intera dell’equazione (V), by, by sono tali che b;by = b,

e M, d, N soddisfano le condizioni

e M #0
e (M,d) = (N,d) = (by,d) =1 (perché (m,d) = (n,d) =1) (V)
o (M,by) = (M,N) =1 (perché (mq,by) = 1)

(notiamo che cosi si trovano anche i punti con y = 0 quando a* —4b = €%, e € Q:

infatti in tal caso b = %*6 . =

soluzione di (V) che soddisfa (V)).

, e scelto by fra questi due fattori, (1,1,0) e

Viceversa, sia b; un divisore di b fissato, e si ponga by = %; allora se (M, d, N)

¢ una soluzione intera di (V) per cui valgono (V), tramite la formula (4.31) si

103



Capitolo 4. 1l teorema di Mordell

ottiene sempre un punto di I'.

Ne segue che ¢(I") ¢ data dagli elementi del tipo [by] con by | b e tale che esiste
una soluzione intera (M,d, N) all’equazione (V) che verifica le condizioni (V);
quindi, se siamo in grado per ogni divisore b; di b di decidere se esiste almeno
una soluzione di (¥)+(V) oppure che non ne esistono, allora conosciamo &(I).

Si osservi che é sempre vero che [1] = £(0) e [b] = £(T") per come ¢ stata definita
¢ in (4.20); quindi per by = 1 e by = b non & necessario cercare soluzioni di (V).

E bene sottolineare che per adesso non si conosce un metodo generale per sapere

se un’equazione del tipo (V) ha soluzioni intere.

4.5.1 Esempi di calcolo del rango

Esempio 4.1: una cubica con I' di rango 1.

Proviamo a calcolare il rango di
€yt =2 -5z

&)1 ()]

usando la formula 2" = . Per quanto detto sopra, per determinare quali

|
4
elementi sono contenuti in £(I") si cercano le soluzioni intere all’equazione
N? = M*b; + aM?*d* + byd* . (v)

dove a =0 e b= by -by = —5. [ valori possibili per b; sono dunque 1, —1,5, -5, e

le equazioni corrispondenti sono

(1) N — 5d*
(1) N* = —M* + 5d* |
(1ii) N —d*,
(iv) N* = —-5M* +d*.

Procedendo per tentativi, si trova che (M,d, N) = (3,2,1) & soluzione di (i), da
cui (2,3,1) & soluzione di (iv), e che (1,1,2) & soluzione di (ii) e (ii7). Queste
soddisfano anche le condizioni (V); pertanto tutte le scelte possibili di b; danno

equazioni con soluzioni intere ammissibili, e {(I") = {[1] , [-1], [5], [-5]}.
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Ora dobbiamo calcolare \E ()|, dove
€ syt =23+ 20z ;

i valori possibili per by stavolta sono +1, +£2, +4, £5, £10, 420, quindi E(f) sara
contenuto in {[#1], ..., [#20]}; ma poiché stiamo lavorando modulo Q*?, abbiamo

~ o~

[20] = [5] e [4] = [1], quindi & (I") sara contenuto in

{[], =1, 121, [=2], 3], [=3], [10], [-10]} .

Deve essere poi biby = 20, quindi by, by sono entrambi positivi o negativi; nel
secondo caso, I'equazione (V) non ha soluzioni reali non banali, quindi possiamo
escludere tutte le scelte con b; < 0, ovvero E(f) C {[1], [2], [5], [10]}. Notiamo
poi che E(O) =[1] e g(T) = [20] = [5]; resta solo da capire se [2] e [10] apparten-
gono a & (T').

Consideriamo l'equazione N? = 2M* + 10d*; mostriamo che questa non ha so-
luzioni intere con (M,10) = 1. Supponiamo che esista una soluzione siffatta;
poiché (M, 10) = 1, anche (M, 5) = 1, dunque per il piccolo teorema di Fermat &
M* =1 mod 5. Riducendo N? = 2M*+10d* modulo 5 si trova pertanto N? = 2
mod 5, per la quale perd non esistono soluzioni perché, nel campo Zs, [2]5 non ¢é
un quadrato; dunque [2] ¢ 3 (T).

Infine, neanche [10] pud appartenere a & (I' ), altrimenti troveremmo [10] - [5]~! =
2] € £(I'), contro quanto appena detto.

Cost £(T) = {[1], [5]} e 2 = % 2, ovvero 1 = 1.

Possiamo trovare un insieme di generatori per I': anzitutto si puo verificare (ad
esempio con il programma Matlab ord_fin) che O, T sono gli unici punti di or-
dine finito; inoltre la soluzione (3,2, 1) dell’equazione (i) ci da, tramite la formula

(4.31) con by = 1, il punto (, %) € I'. Pertanto

r:<(§,§)>@<(o,o)>g2@z2
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Esempio 4.2: una cubica con I' di rango 2.
Cerchiamo il rango di

C vyt =2+73z.

Qua b="73, quindi by = £ 1, £73 e b;-by =73; le equazioni che dobbiamo consi-

derare per calcolare |{(I")| sono dunque

(i) N* = M*+73d*,
(i) N — 73d*
(i4i) N* = 73M* +d*,
(iv) N* = —73M* —d*.

Vediamo subito che (i7) e (4v) non possono avere soluzioni intere non banali perché
N? > 0; d’altra parte () e (iit) sono relative a by = 1 e by = b rispettivamente,
quindi non ¢ necessario calcolare le soluzioni perché sappiamo gia che £(0) = [1]
e §(T) = [b] € ().

Pertanto £(I') = {[1], [73]} e [£(I)| =

Consideriamo ora

€y =1 — 2921 .

Stavolta by puo assumere valori in
{+1, 42, +4, 473, +146, 4292}
dunque, dato che [4] = [1], [-4] = [—1], [292] = [73], [=292] = [~73], si ha
E(0) {0, (=11, (2], [=21, [73], [-73], [146], [~146]} .

Come prima £ (0) = [1], £ (T) = [292] = [73] € £ (T).

Per gli altri valori di b; occorre cercare delle soluzioni intere alle equazioni (V)
per cui valga (V); usando Matlab e facendo variare M e d in un range piccolo,
ad esempio da 1 a 20, se si é fortunati si trovano soluzioni intere per N. Cosi, nel
nostro caso, si trova che per by = 2, by = —146, I'equazione N? = 2M* —146d* ha
la soluzione (3,1,4), che soddisfa le (V); ancora, per by = 146, by = —2, si trova
che N? = 146 M* — 2d* ha la soluzione (1,1, 2).
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Quindi [1], [2], [73], [146] € & (T).

Vediamo ora i casi by < 0. Per by = —1, si trova l’equazione N? = —M* 4 292d*,
che non ha soluzioni accettabili; infatti se esistesse una soluzione (M, d, N) con
(M, by) = (M,292) = 1, allora M sarebbe dispari e M* =1 mod 4. Riducendo
modulo 4 I'equazione considerata avremmo N? = —1 mod 4, ma un quadrato &
congruo a 0 oppure ad 1 modulo 4.

Questo perd non significa che [—1] ¢ & (T'); infatti per b; = —4 l'equazione N? =

—4M* 4 73d" ha la soluzione accettabile (2,1,3), quindi [—4] = [—1] € £ (T).
Poiché £ (I') ¢ un sottogruppo, deduciamo che anche [—2] = [—1] - [2], [-73] =
[—1] - [73], [-146] = [—1] - [146] devono appartenere a é\(f), pertanto vale la
relazione
2-8
or =22 _y
4 Y

ovvero il rango di I' é r = 2.

Si verifica infine che 'unico punto # O di ordine finito di € ¢ T' = (0, 0), pertanto

I'=7207Ze7Z; .
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Appendice A

Nota sugli esempi

Nel seguito sono riportati i codici Matlab/Octave utilizzati negli esempi dei ca-
pitoli 2 e 3; a parte divisor!, sono stati tutti realizzati al puro scopo di mettere
in pratica i risultati teorici visti, quindi non sono ottimizzati dal punto di vista
computazionale, pur restando stabili in molti casi testati, e in tutti gli esempi

presentati.

function C = somma(A,B,a,b)
%% Calcola la somma di due punti A, B, (A"=-B), sulla cubica
bt C:y~2=x"3+ax"2+bx+c
% A,B = coordinate dei punti
% a, coefficienti a,b della cubica in FN
% C = coordinate di A+B
% Calcola la somma di A e B sulla cubica
if A(1)7"=B(1)
1=(B(2)-A(2))/(B(1)-A(1));
else
1=polyval([3,2*a,b]l,A(1))/(2%A(2));

| o ™
I

end

m=A(2)-1%A(1);
xC=1"2-a-A(1)-B(1);
yC=-(1*xC+m) ;
C=[xC,yC];

end

function D = discr( a,b,c )

%% Calcola il discriminante del polinomio f(x)=x"3+ax"~2+bx+c
D= -4*a~3%c+a~2*%b~2+18%a*bxc-4*xb~3-27*c"2;

end

1Si trova al link www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/24500-divisor-n-.
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function ord_fin(a,b,c)
%% Cerca i possibili punti di ordine finito
%% (con ordinata y>0) di una cubica razionale in FN,
%% secondo il criterio dato dal teorema di Nagell - Lutz.
% a,b,c= coefficienti interi dell’equazione della cubica in FN
D=discr(a,b,c)
Y=divisor((abs(D))) % se D=0, la cubica é singolare;
% 1’esecuzione si arresta
% quando si cercano i divisori di D
for i=1:length(Y)
p=[1 ,a ,b ,c-Y(i)"2];
hY (1)
X=roots(p);
for k=1:1length(X)
if abs(round(X(k))-X(k))<le-12 % x é intero
fprintf (° (X,Y)=(%3.0f,%d)\n’ ,X(k),Y(i))
end
end
end
p=[1 ,a ,b ,cl;
X=roots(p);
for k=1:length(X)
if abs(round(X(k))-X(k))<le-12 % x & intero
fprintf (’ordine 2: (X,Y)=(%3.0f,%d)\n’,X(k),0)
end
end

function ordine(A,a,b)
%% Calcola 1’ordine di un punto a coordinate intere sulla cubica C
% A = coordinate del punto
% a,b = coefficienti interi dell’eqne della cubica in FN
B=A; m=2;
while (abs(B(2)+A(2))>1e-12 || abs(B(1)-A(1))>1le-12)
%» B non é 1’opposto di A
if norm(round(B)-B)<le-12
B=somma(A,B,a,b);
else
fprintf (...
[’A=(%d,%d) ha ordine infinito perché ’,
’B=%,dA ha coordinate ( %s,%s)\n’],...
A(1),A(2) ,m-1,strtrim(rats(B(1))),strtrim(rats(B(2))))
return
end
m=m+1;
end
fprintf (°A=(%d,%d) ha ordine %d\n’, A(1),A(2),m)
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Nota sulle figure

Tutte le figure sono state realizzate tramite il software GeoGebra. E bene notare
comunque che si puo dare una rappresentazione dei punti reali delle cubiche
considerate anche senza 1’uso di un software; questo vale certamente per le cubiche
in forma normale, per le proprieta viste nell’osservazione 1.3.a.

Per la cubica liscia della figura 3.1 di pagina 49, che ha equazione
C:s=t3+t2s+ts>+ 5,

si puo ragionare cosi: anzitutto, se u = 0 € la retta impropria del piano ts, allora

i punti impropri di € sono dati dalle soluzioni di

4 t?s+ts? +5°=0 (t+s)(t+is)(t—is) =0
—

cioé [0,1,—1], [0,1,—1], [0,1,4]; il punto reale [0, 1, —1] da la direzione dell'unico
asintoto, che é quindi del tipot +s=h, h € R.
Inoltre vale P = (t,s) € € < (—t,—s) € €; dunque € ¢ simmetrica rispetto ad
O = (0,0), e l'asintoto ¢ t + s = 0.
Guardando le intersezioni con gli assi, si trova

t*=0

‘KQ{S:O}:{ 0 —> O € % ¢ un punto di flesso
S =

(fﬂ{tzo}:{ii”:—oszo N {S(i—(i)—l)(s_l)zo

= (0,1), (0,0), (0,-1) € ¥.
Questi dati sono sufficienti per dare una rappresentazione grafica approssimativa

di € nel piano reale affine.

Si puo fare un ragionamento analogo anche per la cubica della figura 1.2 di pagina

15, la cui equazione ¢

C r+y+at+yi oy +aty+ay’=0;
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in primo luogo, se o = 0 & I’equazione della retta impropria del piano affine xy,

i punti all’infinito di % sono dati dalle soluzioni di

22y +2y* =0 zy(x+y) =0
=
1’0:0 CL’():O

ovvero [0,1,0], [0,0,1], [0,1,—1]; cosi € ha tre asintoti, di equazioni rispettiva-
mente x =k, y=h,x+y =1/ con k,h,{ € R.

Poi, vale (z,y) € € < (y,x) € €, quindi € ¢é simmetrica rispetto alla retta z = y
e vale k = h.

Guardando le intersezioni con l'asse x, si trova

r4+2°=0
¢ N{y=0}: = (0,0),(-1,0) e ¥
y=20

quindi (0, —1) € € e non ho altre intersezioni con gli assi.

Consideriamo ora le tangenti in questi punti:

2 =0

e in (0,0)¢ x+y=0, dove ‘Kﬂ{x—l—y:O}:{
r+y=20

2z +1)* =0

, quindi
y=x+1

ein(—1,00¢e y=x+1,dove €N{y=a+1}: {
(—1,0) é un punto di flesso
e analogamente, (0, —1) ¢ flesso per € con tangente z =y + 1.

Allora, anche [0,1, —1], che ¢ allineato a (—1,0) e (0, —1) (vedi teorema 2.3.4),
¢ un flesso per %, quindi I'asintoto x + y = ¢ interseca € solo in [0,1,—1] e in

nessun punto proprio. D’altra parte

1=0x* 1 =Ox+L+7=0
r+y=1"{

¢CN{r+y=1}:

é vuoto quando ¢ = 1, quindi z + y = 1 é I'asintoto cercato.
Non ci sono altri flessi reali (vedi corollario 2.3.2); in particolare gli altri due punti
all’infinito non sono flessi, e gli asintoti corrispondenti intersecano % in un suo

punto proprio con molteplicita 1.
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Poiché
L+ k) + (K +k+1Dy+k+ K
¢ N{x==Fk}: ( ) ( ) ; (0)
r=k
si ha un’unica soluzione (contando con molteplicita) quando k& = —1; quindi
x = —1, y = —1 sono gli altri due asintoti di 4. Studiando I'andamento del

discriminante A = k* — 2k3 — 5k — 2k + 1 di (o) al variare di k possiamo
vedere quando la retta x = k£ non ha intersezioni reali con %’; vale inoltre € N
{r >0,y >0} =02.

Si osservi poi che, poiché la chiusura proiettiva € & compatta, per ogni asintoto
% ha due rami che vi tendono, uno verso +oo e l'altro verso —oc.

Tenendo conto di tutte le informazioni ricavate, siamo in grado di avere un’idea

di come puo essere fatto il grafico di €.
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